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Über die Dichte der Summe zweier Mengen, 
deren eine die Dichte null hat. 


Von Helmut Plünnecke in Hannover. 





$ 1. Definitionen und Ergebnisse. 


Bezeichnungen. Die Zeichen „=7,‘“ und ‚‚n, =“ sollen „Gleichheit per definitionem“ 
bedeuten; dabei steht das definiens auf derselben Seite wie „np“. - 


> =„, Implikation; «> =,, Äquivalenz; a =,, Konjunktion. 


Lateinische und griechische Buchstaben =,, reelle Zahlen. 
Kleine lateinische Buchstaben —=,, ganze Zahlen. 
9 =pr Menge der ganzen Zahlen. 
Kleine deutsche Buchstaben =,;, Teilmengen von 9. 
Große deutsche Buchstaben =,, Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen. 
8 =o: Menge der natürlichen Zahlen. 
A =p: Yu {0}; 9 =„, leere Menge. 
{H(€, n) | Pr. (£, n)} =p: Menge aller £, die die Eigenschaft haben, daß es £&, n so 
‚daß H(£,n) =£ ist und daß die Aussage Pr. (£, 7) wahr ist. 
card a =», Kardinalzahl von a. 
Max(a—a), wenna=+Pß; 


‚ wenna=ß. 
[E] =pr größte ganze Zahl g mit g<E. 
(£) =pı kleinste ganze Zahl g mit g >. 
Leere Summe =„; 0; leeres Produkt =y: 1. 


Definitionen. Es sei 

AHB =p fe t+bjaceArabEB). 

A(£) =p Anzahl der ae X mit 1<sas{£ „= Anzahlfunktion der Menge 4. 
(Wir bezeichnen die Anzahlfunktion einer — durch einen großen deutschen Buchstaben 
bezeichneten — Menge immer mit dem zugehörigen großen lateinischen Buchstaben; 
(A + B)(£) sei die Anzahlfunktion von Y + ® usw.) 

A) = in nu pr finite Dichte von W. 

n=1,3,3,... n 
' A(n) 2 . 

(A) =pr u Dr u im asymptotische Dichte von N. 

Nach A. Chintschin [2] nennt man eine Menge ® eine wesentliche Komponente, 
wenn 5(A + B) > (N) für alle A mit 0 < sl) <1 gilt. In Anlehnung daran wollen 
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wir eine Menge ® eine finite bzw. asymptotische außerordentliche Komponente nennen, 
wenn für jede Mengenfolge W,;, für die ö(4,) > + 0 bzw. ö*(W,) > + 0 strebt, 


SAU + 8) (+ 8) 
1) ee Fe 











gilt. 

ö*(B) > 0 ist eine hinreichende Bedingung dafür, daß B eine finite bzw. ® eine 
asymptotische außerordentliche Komponente ist. Hierfür genügt es offenbar zu zeigen, 
daß d(W, + B) bzw. ö*(W; + 3) gleichmäßig in i positiv nach unten beschränkt ist. 
Sei also ö*(B) = ß*> 0. Zu jedem e > O gibt esein n(e) 1 so, daß B(n) > (B* — e 


fürn > n(e) ist. Wegen ö(W,) > Oist 1EW;. Seie = -5 ; dann ist (A; + B)(n) > >21 2 — > 


füri <n <n(e) und (A; + B) ler >1+B(n— 1) >21+ e(n—1) > enfürn > n(e). 
Also in Aut m > 2 Min (2; n(e’ e) 2 = u>0für n>1 und daher KULHB>u>0. 
Wegen ö* (W;) So gibt es ein a,EW;. Es folgt (A; + B) (n) zZ B(n—a,) Ste) (n—.a,) 
für n > a,+ n(e) und daher ö*(W; + B) > P* >0. 


In der vorliegenden Arbeit werden für außerordentliche Komponenten Bedingungen 
hergeleitet, die von Mengen der asymptotischen Dichte null erfüllt werden; dabei werden 
wir untere Abschätzungen für das Wachstum der in (1) stehenden Quotienten erhalten. 





Weitere Definitionen. Wenn f(s) eine Funktion mit dem Argumentbereich a ist, 
so sei 


B, =ptfls) |s aA fls)€B}. 
Für beliebiges, aber festes A setzen wir | 
KM nı= a, SM) mı= at, KU + B) my, HU + B) = Yf- 


Im folgenden sei stets 





r=p(0. 
(2) f(s) heiße o-approximierbar von S, an mit den Konstanten M, U, V [kurz: 
f = Ap (o, $S,, M, U, V)], wenn folgendes gilt: 
(2A) oe>1,9,>0, U>0. 
(2B) f(s) ist eine für s> $S, erklärte Funktion!), deren Werte ganze Zahlen sind. 
(2C) Es gibt eine Funktion F(c) mit den Eigenschaften: 
(2Ca) F(o) ist für o 2 $, erklärt, und es ist 
fs) —Fi(s)| sM für s > S,. 
(2Ch) Uo? < F(o) s Vo® für 0 > S,. 


(2Cc) F(o) ist r-mal differenzierbar, und die Ableitungen genügen für 1<Sisr 
den Ungleichungen 


Ua! <F®%(o) für o > S,. 


(Ein Beispiel für (2) ist: oe >1, 5, = 1, f(s) = [se], Fl) =, M=14, U=e-+1—r, 
V=1.) 





!) Für den Argumentbereich a der Funktion / gilt also g>a > gr [S,, &). 
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(3) Induktiv sei definiert: 
%,=p2, 0 =yd; 9,49 = 39,4, —@, fürr>2. 


2 frr=2, r=3; 
Pr = Dt 


(%) (3r)-! fürr 24. 


Das Hauptresultat, das in dieser Arbeit gewonnen wird, läßt sich nun in folgendem 
Kriterium zusammenfassen. 

(5) Kriterium für außerordentliche Komponenten. 

Sei f = Ap (oe, S,, M, U, V). Dann ist B, eine finite und ®B, eine asymptotische 
außerordentliche Komponente; und wenn wir 


5, = Max (S,,1), M = Max (M, 1), Ü = Min (U, 1), V = Max (V, 1), 


C, = 10-* - 8-7. 


us 
3 


Cr =2-10"*:r 
setzen, so gilt: 


(5A) 


(5B) 


Die durch (3) definierten w, genügen ferner fürr Z2 der Ungleichung 


64 (3 u IP, Aue 
(60) 3(5+3 o<2(3+5V5) - 


Im Falle f(s) = gs? mit q € 3 liefern (5A) und (5B) für kleine Dichten Verschärfungen 
bereits in [4] mitgeteilter Abschätzungen?). 


In $ 2 werden zunächst vorbereitende Hilfssätze hergeleitet; $ 3 bringt den Kern 
des Beweises in Form einer Induktion über r. In $ 4 folgt schließlich der Beweis von (5). 
In $ 5 werden Beispiele von approximierbaren Funktionen angegeben und wird die Güte 
der durch (5A) und (5B) gegebenen Abschätzungen diskutiert. 


$ 2. Hilfssätze. 

Wir definieren: 

(6) Für beliebige, für s,o > 5, erklärte Funktionen f(s), F(o) sei für p 20 und 
s,o>%, 

A,f{s) =m fs + pP) —f(s) und A,F(o) =„F(e + p) — F(o). 

(7) f(s) heiße o-abschätzbar von 5, an mit den Konstanten M,U [kurz: 
f=Ab(o, $S, M, U)], wenn folgendes gilt: 

(7A) e>0,8,214,MZz1i1,0<Usi. 

(7B) Wie (2B). 

(7C) Es gibt eine Funktion F(c) mit den Eigenschaften (2Ca) und (2Ce). 


2) Vgl. $5, Beispiel 3. 


1* 
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Aus (6) folgt: 
Wenn F(o) für o 2 5, i-mal differenzierbar und p > 0 ist, so ist A,F(o) i-mal 
differenzierbar, und für o 2 S, gilt 
di : 
Aoi A,F(o) ze A,F® (0). 
Hilfssatz 1. Sei f = Ab (0,5, M,U), e>A undp=1. Dann gilt 
A,f = Ab (—1, So 2M, 30). 
(8) Beweis. f(s) erfülle zusammen mit F(c) die Bedingungen (2B), (2Ca) und 
(2Ce). Dann folgt: 
(8A) e—1>0, 5,21, 2M z1,0<}U<s1. 
(8B) A,f(s) ist für s > $, erklärt und hat als Werte ganze Zahlen. 
(8Ca) A,F(o) ist für o 2 S, erklärt, und es ist fürs > S, 
| 4,8) — A,F(s) | = | fs + pP —Fls + pP) — (fi) — Fis))| = 2M. 
(8Ce) A,F(o) ist <o— 1)-mal differenzierbar, und für 1 <i-<<(o—1) und 
o>S, gilt (mit 0<#<1M) 


E A,F(o) = A,F®(o) = FO(o + pP) — F%(o) = p- F+V(a + Hp) 


do‘ 
PU(o + Hp) -“+D > Vale füri sise—I)—i=r—2, 
wu -r 
 1pUlo + Hp ">2pUle+p? "= p'*'"" u(s + 1) 
> U(o + 4)" > Ul2o) "24V" fri=-ge—I)=r—1. 
Hilfssatz 2. Sei f=Ab(v,S,„M,U), oe214, p20, 0 <Q<sA, 08 > S, und 
| A,f(s’)| = P für mindestens ein s’' mit QS <s’ <S. Dann ist 
ps U-!1Q!-e(2M + P) S!-e, 
Beweis. Es gibt eine differenzierbare Funktion F(o) so, daß | f(s)—F(s)| s M 
und Uoe-! < F’(o) ist für s,o = S,. Es folgt (mit 0 <9 <A) 
IF + Fi) SIFe + — He + | + fe + He) | + A) — File) | 
sM+P+M=2M+P, 
2M+PZ|Fs +p—F(is)|ZF(# +pP)—F(s)=p'F(s' + dp) 
> pU(s' + Bp)e-t > pUs’c-ı > pUQe-1 80-1, 
p s U-!1Q!-e(2M -+ P) Sı-e, 
Hilfssatz 3. Sei f = Ab (0, $S,M,U), e<s1i und $S,<S. Sei ferner f(s) auf einer 
gewissen g-elementigen Teilmenge von [S, S] rg konstant. Dann ist 
(9) q <S3MU-1S1-e, 
Beweis. Da (9) für qg=0 trivial ist, sei im folgenden g 21 angenommen. Sei 


fs) == Me), HS, ss tt Ss füri Sisg—Aunds,<S. Es folgt (ähn- 
lich wie beim Beweise von Hilfssatz 2) 


2M = | Fl) — Ms) — (Fils) — Hs))| = | Fl) — Fils) | 2 Flo) — Fis)) 
= (,—5)'F (51 + %s, —5))2 (5, — 5ı) U(s, + U, — ss)" 
> (,—5) Us > (51) USeH, 
a ss —sı +1 S2MU-SI-e +4 S3MU-1SI-e, 








ei ee 
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Hilfssatz 4. Si j21,5,>0 fü 1<Si<j,0<r<i und >77 < j&. Dann ist 


i=1 


; 
suis. 
i=1 
Beweis. Da die Behauptung für r =1 evident ist, sei im folgenden O<r<iA 
angenommen. 


i=1 i=1 


leeren, abgeschlossenen Punktmenge (des j-dimensionalen Rauınes) sicher ein Maximum, 


” * U ” ; 
Die Funktion & n; besitzt auf der durch 7, > 0 und & n, < j£ definierten, nicht- 


|>0 tur 0<n<#, 


d 
m t+tR— m) Ta" un ')j=0fürn=5, 


Lad 


p) <n<u; 





<0 für 


u 1 u r: rt T 
+ >urm 
Setzen wir 
5 für i=i,undi=i,, 


ui Ba 
4 Sonst, 


so erhalten wir den Widerspruch 


; 
Also ist u, = a, für 1 Si, Si, sj. Da sicher F, = ist, ist ,=&füri sisj 
i=] 
und daher 


$ 3. Induktion über r. 


Wir definieren: 

(10) Wenn f(s) eine für s > S$ erklärte Funktion ist, deren Werte ganze 
Zahlen sind, und wenn mindestens eine der beiden Mengen e,, e, endlich ist, so sei 
Y(E1, €, 5, T,f) =p: Anzahl der geordneten Tripel (e,, e,, s) mit e, €e,g€Ce,„S ss sT 
und =&+f(s). 


Im folgenden sei 9 stets eine reelle Zahl mit 
0<psi; 


Y, erfüllt nach (4) für r > 2 offenbar diese Bedingung. 
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(11) Ferner werde (induktiv) definiert: 
2x, +1 


* =pı 2, % 41 "Dr +1 fürr 21; 
r 





4 A, .. 
4,(9) =u1+ 9, 4,+1(P) =pr - er. für r 21; 


J, u 4,(1) für r 2 5 


ag vr 4 au 
A,(9) = + 9, %41(9) Sot+ (Alp) — 1,(9)) fürr 21. 





0 fürr =1, 
(12) but, für r>2. 
Aus (11) folgt (induktiv): 
(13) 1<, <2,1<%(g) <2,0 < A,(p) <2fürr ZA und A,(g) <A fürr >22. 


Hilfssatz 5. Sei f(s) eine für s=S erklärte Funktion, deren Werte ganze Zahlen 


sind, und e eine endliche Menge. Dann gilt: 


n zT) ge, TA). 


neg p21 


I 
II) Wenn E=card e und j21 und e=Ue, ist, so ist 
j=1 


; ; \# 
yvi,e,8, T,SsjE+ 22(E:2 vie, 6,8, T—p, 4,)) 
i=1 p21i 
Beweis. Ad I: Es ist 
(14) Pag e = u ) = Anzahl der geordneten Quadrupel (e, e’',s, s’) mit 


ee ke, $Sss<sSTundn=e+f(s)=e'-+f(s’); 


y(e,e,S, T—p, A,f) = Anzahl der geordneten Tripel (e, e’, s) mit e,e’€e, 
SsssT—punde=e-+ 4,f(s). 


Für p 21 folgt daher 


SsssT— p»>Sss<s+pST, e=e+4A,ts)—e+fls)=e +fls+p), 


(15) yl(e,e,$, T— p, A,f) = Anzahl der geordneten Quadrupel (e,e’,s,s+p) mit 
ee ke, S<ss<s+psTunde+tf(s)=e+f(s+p). 


Aus (14) und (15) erhalten wir schließlich 
z( y({n}, = 5,T, ) = {Anzahl der geordneten Quadrupel (e,e',s,s’) mit 


neg 
e,e ke, S<ss<s’sT und e-+f(s)=e'-+f(s’)} 
=2 v(e, e, S, T—p», 4,N. 


ri 
Ad II: Für beliebige nichtnegative ganzzahlige r, und e > 0 gilt 


nz2-r<sr(2r, —2)=4 (3). 


i=1 i=1 
rn,=2 \nz2 


pi . - e i . N 
w Ensztrznse+(e ze) -e+r2(e26))- 


i=1 
nz=2 


v e Ei 
Zr,sie 3 ‘ (nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung), 

















* 

y 

| 
51 

R 
2 
Fi 

ei 
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Aus (16) und Hilfssatz 5, I folgt schließlich 


j ; 
y(e,e,8, T, SZ yle,e,S, T,fJ= 5 3 yl({n}),e,S,T,f) 
i=1 


i=1ne&e 


sz (£ +2 (£ > Ya % S,T, 9) 


nee 
; 
SjE+22 (E-2 yle„e,5, T—p,4,N). 
i=1 pol 
(17) Hilfssatz 6. Es gelte 


(17A) f=Ab (eo, $S, M,U). 

(17B) 0<QSs1, 052%, K221i. 

(17C) le|lsKse, E=carde, e = E(KS$e + 4). 
(17D) C=420 MU"!Q'". 

Dann ist 


2—-r 


(17E) vle,e,05,5,f) SC + er - Kr- Set! 4 1,7. CHE). Kr. serie”, 

Beweis (durch vollständige Induktion nach r). Aus den Voraussetzungen folgt zu- 
nächst r 21,5 28,214, MZ1,0<U<iA und 

(18) 0sesi. 

Induktionsanfang: 0 <e<si, alsor =1. 


Sei x die größte ganze Zahl g mit der Eigenschaft, daß es eine g-elementige Teil- 
menge von [S,, 5] n g gibt, auf der f(s) konstant ist. Nach (10) und Hilfssatz 3 folgt dann 


y(e,e,8,S,f) Ss x’ E S3 MU-1S!1-e.ER. 
Nun ist E? = &2(KSe + 1)? < e2(2 KSe)? = 48? K?S?e und daher nach (13) und (11) 
y(e, 8,05, 5,f) S yle, e, 5. 5, f) S3MU-1S!-0 482 K? 5% 
<C- er). Kr» ge+ri 

woraus die Behauptung wegen (12) sofort folgt. 

Induktionsschritt:1 <r, r—Al<e<Sr,o>e+t1l,asor>r+1=e+1). 

Wir setzen (17A) bis (17D) für o + 1 statt o voraus und nehmen Hilfssatz 6 für o 
als bewiesen an. 

Da (17E) für e = 0 trivial ist, sei im folgenden e > 0 angenommen. Dann ist e 
nichtleer; e, sei das kleinste Element aus e. Sei L eine Konstante, 

(19) L21, 


und für i >21 
gs =ern[&+ (i—1)LSe, e, + iLSe), 


(20) E,= card e,;, und &; = E,(LSe + 1)". 
Dann ist für ı >21 
(21) e; | s LSe, 


Wenn (für i 21) e; + ® ist, so folgt nach (17C) (für o + 1 statt o) 
&o+ ((. — 1) LSe So + | e| s&a+t KSet!, 
is KL-1S +1. 
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Weiter erhalten wir®) 


2) ASjpläLS +1] Ss KLAIS4iy=JI Sitz: 
j 
= ure, &4 = 0; 


; ; 
e(Kset +1)=E= SE = (Le +1)$ oe, 
i=1 i=1 





s+1 ; KSe+ı 4 
Zu=2u- (I + 7+1 


i=1 i=1 


also nach Hilfssatz 4 (mit j + 1 statt j) und (13) 


)es(kLs+Ne=Jesü+Dde, 


(23) 2 re < 2 Jet en Hm) < 2 Jet, 


i=1 


Wenni zZ1,p=4und vien en 0S, $—p,4,f) + 0ist, somuß | A,f(s)| <|e&,| < LSe 
für mindestens eins mit OS <s’<sS$ gelten; nach Hilfssatz 2 (mit o + 1 statt o und 
LSe statt P) folgt daher 


(24) p< U-1Q-e(2M + LSe) S-e < U-1Q-e(3 MLSe) S- = DL, 


wobei 
(25) D = 3 MU-1Q- ] 

ist. 

Für p z1 gilt nach Hilfssatz 1 (mit o + 1 statt 0) A,f=Ab (o, 5, 2M, $U) und 

daher für i > 1 (wegen (19), (24) und (20)) nach Induktionsvoraussetzung mit A,f statt f, 

L statt K, e, statt e, E, statt E, e, statt e, 2M statt M, 4 U statt U und 


(26) C' =, 1680 MU -!Q!-" 
statt C die Abschätzung 
(27) v(e, eu QS, s— P; 4,f) s y(ei, ei, 05, S, 4, 
<sC- er”) «Lr- Set! ı L,-7.C'- er -L’» geri-t | 
Aus (24), (27) und (12) folgt h 
92 v(ei, ei, QS, S pP d,f) 
p21 


< DC’ - 9 . Lertt Set! 4 7DO an . Dt. ger, 





Nach Hilfssatz 5, II und (23) ergibt sich daher | 
. 
23) vl, SIE+2Z(E- Z vlen n08,5—p, 4,N)) E* 
i=1 pi 


sjE+ 32 ((DC’ -E- er” .«Lrt!. se+1yt 
i=1 


+(7:DC'-E- a, .L’rt!. se+1-2?"jh 
sJE+4A(DO')} » Et. J + ed. [Kr +. Ske+l) 
+3-4(DO'Jt- Et. J- ern . [ir td. gKe+n-2' =} 





®) „U*“ bedeutet „paarweise disjunkte Vereinigung“. 
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Wir werden jetzt Z in (28) geeignet wählen und haben dabei nur die Bedingung /L 21 
zu beachten. Nun ist nach (22) und (17C) (für o + 1 statt o) 

(29) = KL-1S +4 und E = e(KSe+! +4). 
Daher ist (28) von der Form 

(30) yle,,08, 5,1) S {eK?L-! + &- ellüin+n. Kb. Llr-D) . get? 4 0(ge+2) 
(für S> oo), wobei £ eine von e, K, L und $ unabhängige positive Konstante ist. Da von 
den beiden Summanden der geschweiften Klammer auf der rechten Seite von (30) der erste 


eine monoton fallende, der zweite eine monoton wachsende Funktion von Z ist, liefert 
der durch Gleichsetzen der Summanden erhaltene Wert von L bis auf einen Faktor, der 


— 


> + ist, die bestmögliche Abschätzung. Um ZL = 1 zu gewährleisten, setzen wir 


Ik) —1 1 


(31) Leuluns "t! Kt; 


wegen (18), (13) und (17B) ist dann sicher L=L, 1. Wenn man E < 2eKSe*+! ab- 
schätzt, folgt nun aus (28) 


(32) y(e,e,05,5,f) <J- {2eK + 4(DO')} -V2- eK 
+3 -4(Dey}-y2 - et! am. Kst). gett, 
Nach (25), (26) und (17D) (für o + 1 statt o) ist 





2 +4(DC')}Y2 =2 + 4Y2(3 MU-'Q0-E - 1680 MU-OINI<C,; 
daher ergibt sich aus (32), (29), (31), (44), (13) und (12) 
v(e, e, QS, S, ns (KL, 'S +1)-C-(e-K+3- er He), K-S-°") Zi 


I), —1 “ 1 7,9) —1 " 1 


a RT Krug 
+3- g’r+1l®) ; K-5-% .geti 


<C- {e’r+1(9 « K’r+1 





E= (eir+ 19 « K’r+1 + 3- g’r+1m) « K’r+1 + 3- e’r+1l®) S K’r+ı) a u x se+? 


R D Fi 9 _92—(r+1) 
= (+ e’rrıl) . Kr+ı. Set? + Ir" TC edrrı 9. Kör+ı. Set? u a 


$ 4. Beweis des Kriteriums (5). 


Wir ziehen in Hilfssatz 7 zunächst einige Folgerungen aus den in (3), (4) und (11) 
gegebenen Definitionen. 


Hilfssatz 7. Es gilt: 





I) 9,‘ = Au! fürr z2; 
II) 0<gou;'<i En fürr 22; 
I) (ror—1)e—-N">21 füre>i; 
IV) „23 fürr 21; 


VA.) al) +1) e-ANU—-?N)>0 für o>i. 
‚ournal für Mathematik. Bd. 205. Heft 1/2 2 
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Beweis. Offenbar ist 


(3) 1 =2, Al)=4,=2, Al)=2, 9, =2, p=1, 


5 4 
u Ye 3° A,(1) _ Ay ... 3 


(34) A,(9) —1 = p(4,— 1) für r 1. Induktionsbeweis klar. 


»A)=1, u, =5, m =1. 


“1 _ fürr>2. Induktionsbeweis: Fürr = 2,r = 3 richtig; weiter 


(35) ®, = are 


ist fürr 22 





#1 +1 


Me 























Hr, = 39,1 —- 9, =I39,,ı— ee | = 3941 — u, +1 1... 
wi Kr de „—i RN 2%, +1 w Krııl“r + 1) . 
a Se Kol wg A ee ee Tee u Are 


Ad 1: Die Richtigkeit folgt sofort aus (35), (34) und (13). 
(36)  ı Z, #412r+4Afürr>2. (Insbesondere also ©, Zr für r 2 2.) In- 
duktionsbeweis klar. 
Ad II und III: Die Behauptungen folgen aus 0 << 1 und (36). 
Ad IV: Induktionsbeweis klar. 


r—1 
37) ,—i< (5) für r 22. Induktionsbeweis klar. 


Er r—1 
(38) 1— 4,(9) = 9: 32’"(4,—1) für r >22. Induktionsbeweis (mittels (34)): 
v=2 
1— A,(g) = 3. (A, (9) — )(9)) — (); weiter ist fürr >22 
1— Ar,1(p) = 3 (Alp) —1+1— 1,(P)) 
r—1 r 
AN 2 (dr — + Zr, —1I)=p ZN). 


 „=2 
(39) 1 — 2,(9) <go:2%°"fürr >2. Beweis (mittels (38) und (37)): 


r—1ı ar 9 En 
1 aM =H Zr nd 22 (5) 
=2 ee” 





Ad V: Wegen 0 <g, <1 und wo, > 1 (nach (36)) ist für die Gültigkeit von Hilfs- 
satz 7, V hinreichend 


(1 — 90; ') (r — 1)! er > 4. -ı (Pr) er 3. -1(9,) fürr 22. 


Für r =2 und r = 3 folgt die letzte Ungleichung aus (33). Für r > 4 erhalten wir nach 
(4), (37), (39) und (34) 


(40) dm 2 >(t ern 2 
=, 1429 27-9742 
SP" (3) + 9272 ld —1) +1 Ar-1lPr) 
= hu-1(9r) — Ar-1(Pr)- 
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(41) Hilfssatz 8. Es gelte: 

(44A) f=Ap (0,5, M,U,V). 

(4B) 5285,21, M>21, U<1,V>1. 

(41C) Al&) > a,& für alle € mit &E> S%"', «, eine positive Konstante. 
4 4 2, 1 1 

(44D) 7 28- (406 rM®U 3 y®)e-t.ye.g,- are De-n” 
iu T,(M, U, v; RyR %o, p) 

(ME) D28, und (A + D) (Te) > a,Tt. 


Dann gilt für die Anzahlfunktion der Menge A + ® 


1 


4 


5 4 
(41F) (A+ D) (T) 22-10. r ®M ®U®V ro: 


- (« -g0, ! Pre X 3, _ 19) - A, _1(P) - 90, " . T-. ) . Te 
0 2 44) . 


5 


Beweis. Statt der Voraussetzung (41 D) werde mit einer Konstanten Ä, von der wir 
(42) Kzr2i 


annehmen, zunächst allgemeiner vorausgesetzt: 
1 
(43) T>28-(MU-'V)e -S,- Kr 'or-De-n-! — T,(K). 
Es ist 
r—iA 


eT<Tundi 20 = 


Aus (43), (44) und (42) folgt (nach Hilfssatz 7, III): 


1 
(44) Say? *V 


IV 
vl 


> 
= °e (se 22 MU-; 


(45) T>6K, Te>6M >6; s205228K2|, 





we" -( 4) -(1+-4) 23er -g@0n se. 
Wegen (45) ist 
(47) B np fl) |QS<S<SSAfs)EZISB<®. 
Wegen (41C) läßt sich ! (eindeutig) so bestimmen, daß 
All) > a.(KSe-! +4) und All—1) < a,(KSe-t +1) 


gilt; dann ist wegen (45) und (42) 


(48) 1 <sI<KSse+41. 

Weiter ist 

(#9) AS AIR, 

(50) |A| sı-ı1<Ksen, 

(51) card A = All) > a,(KSe-! +1), 


card A = All) = Al—A1)+1< (a + (KSe-1 + 1)-2) (KSe-! +1) 
<(&, + K1S1-0) (KSe-1 +1) 
und daher 
(52) & < card A - (KSe-1 + 1)-1 „= a, <a, +K-! Sı-e, 
ge 
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Da (nach (49) und (47)) A+®2 A+B ist, gilt 
(53) (A + D) (Te) > (A + B) (To). 


Zum Beweise von (44F) werden wir nun (A En B) (Te) in Abhängigkeit von K ab- 
schätzen und schließlich X geeignet wählen. 


Da f(s) approximierbar ist, gibt es eine Funktion F(o) so, daß für s,o > $, 
|f(s) —F(s)| = M und Uor < F(o) < Vor 
gilt. Für 0S <s <s S$ folgt daher nach (45), (48) und (44) 
(54) f(s) zZF(s)— M Z Ue— M 2 U(Q0S« — MZzZ2M— M=MZ21, 
SD SI+F)+MSKSCHr+HI+ Ve +M 
S(KTIHTRH ET MTANRS( ++ +5) Tee Te. 
Wegen (47), (49) und (10) ist daher 
| 8 = fi) |QS<S<S}, 


(56) neA+B>1I<n<Te, 
(57) nEeA+B+> y({n}, W,05,5,f) € 3. 
Nun ist { 


-( o „_ 4 =0fürr=(, 
" )=:( p ) <A für z€2. 
Somit ergibt sich nach (56) und (57) 

(58) (A + B) (Te) = card (A + 8) = z= 4 | 


neo 
v({n}, U,QS,5,E3 


> 5 y({n}, 4,08, 5, — zZ (Mir) 4,08, S, N): 
neg n ; 2 


€g ] 


Weiter gilt nach (44), (45) und (51) 


(59) z v({n}, A, QS, S, N = y(9, A, QS, S, j) =>. y(9 {a}, QS, S, N I 
ncg ie acea 2 
= card X - ([S]— <Q5> + 1) > card A -(S — QS — 1) 
=. 4% = (4 1 
= add. (- 5-1) >S-cadd-(- —;z,) 


> 5:0 (Kse +1) > 0% -Te, 


ArV 
Aus (41 A) und (41 BB) folgt f = Ab (eo, $,, M, U)und og > A und für p > 1 nach Hilfssatz 1 


d,f = Ab (e—1, $,2M, 30). 


Wegen (44), (45), (42), (50) und (52) sind daher für p > 1 die Voraussetzungen des Hilfs- 
satzes 6 mit A,f statt f, e — 1 statt 0, 2M statt M, U statt U, X statt e, card A statt Z, 
&, statt e und 

(60) C, =pı 1680 MU-'Q?" 





rn 


statt C erfüllt. Also gilt fürp 21 


(61) yX, A, 05, S — p, 4,f) S vd, 4,05, 5, A,f) z 
< Car. Kr-1. SC + &_,:7- Cor Kör-ı. ge”. I 
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Wenn p >A und y(X, A, 05, S— p, A,f) + 0 ist, dann muß | A,f(s)| <|A]| < Kse- 
für mindestens ein s’ mit QS <s’ <S$ sein; nach Hilfssatz 2 (mit KSe-! statt P) folgt 
(62) p < U"!Q!-e(2M + Kse-') S'=® 
s UT!Q! "(3 MKSe-')S!-® =3MU-"'Q1""-K 
Nach Hilfssatz 5, I, (61), (62), (44) und (12) erhalten wir daher 


(N) - 2 kt, 008, Ss, Auf 
n€ p21 
s 3mU-1Q- -K-(C, + afr-ı 9. Kr-ı. Te +7-C,: rn « K’r-ı. 7e-?® pe © 
Wegen (60) und (46) ist 
(64) C, =, 3 MU! Q!"".C, =3MU-'Q!""- 41680 MU-'Q°"" 
< 27 - 1680 - MU? <5-10*- MU”, 
Aus (53), (58), (59), (63) und (64) ergibt sich schließlich 


(65) (4 + D) (7) 2 a0 gyy — Cr ad Kat 


— 7:0, 09-19 . Krr-ıt!. a 5 T®. 


Wegen (41E) gilt (65) auch ohne die Annahme (42) für jedes positive K. Aus &, >0, 
&,>0, K>0 und 


IE (GaoK — Bar Kr1t)) = 5,0 — (m, +1) Badr-rln K-ı = 0 
folgt nach (13) und Hilfssatz 7, I 


1 
(lu, + VEN) er, 


Wir wählen 
4 4 


2 
Dann lautet die Voraussetzung (43): T > T,(K,). Nach Hilfssatz 7, III und (41D) ist 
1 


2 
_—— —1ı 
3 „ „90 
&Xog en 


(66) Tu(Ko) SS (MU! VE - 8, aler Den! < T,(M, U, V, 51,00 9). 
Im folgenden wollen wir nun (41D) voraussetzen; wegen (66) sind wir dann sicher, daß 
(65) mit X = K, gilt. Aus (52) und (44) folgt weiter 


0-1 
% <o,+ Ks wo =, +Ky!(ay) ® Ti-e 
<ot2V 5 K, ".(T,(M, U, V, 5], % p)) ° 
ia Zah 7 
Somit erhalten wir nach (64), (13) und Hilfssatz 7, IV, I 
(67) &0° Ei — Cyay'r-19 Kur-ıt! 


% = &g» 


ArV 
4 bi ne ; 4 a E il 
2°’ u A er ee Fe A Sr 
u. en we 
—5 410%. M? a: 20dr-ı9.10 ?-r ®M ?U!V ?+-almdr-ın ve 
n 4 5 
22° 40° ° Es u Fysy 3." 


5 4 4 5 
(68) 7C, - are) - Kör-ıtı <40"®. r :m ’v®y’®. tr," , 
Durch Einsetzen von (67) und (68) in (65) folgt (41F). 
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Beweis von (5 A). Da (5A) für x = 0 trivial ist, sei im folgenden x > (0 vorausgesetzt. 
Aus den Voraussetzungen von (5A) folgt 


(69) f=Ap (8,5, M,U,V), 21, M>14, U 
Nach Definition der Anzahlfunktion gilt für& >21 
A(&) > Alle) > al£] > 


4,v/>24. 


IA 


X 
o 2 ’ 

und, wegen W+ BZ, 
A+B)H2AOW25 5; 


ferner ist nach (41D) und Hilfssatz 7, II 
De Sr X x 1-90, 1 BR | 
(70) T,(y) m T,(M, U, V, So DE P) 2 1 und (3) er 5 a! u. _ 


Also sind für 7 = T,(9) die Voraussetzungen des Hilfssatzes 8 mit M statt S,, M statt M, 


Ü statt U, V statt V, 5 statt S,, - 7 statt x, und g, statt D erfüllt. Nach Hilfssatz 8 (für 
9 = 9,) und Hilfssatz 7, V erhalten wir daher für 7 > T,(g,) 


5 + 4 5 
(71) (A+ B) (T) 22-10. r ®M ®’O°y 3 z 
. 1 
&\Pr®r 1 x \?r- 1er) = Ar Pr) = Pr, a 
(9) -36@) A) 
N E RR Ur 
aut IE OT I 
(72) Wegen a>0 ist LEN. 
1 1 1 
Daher ist LEW+ 8, und für 1<T<8-MU eVve-$, 


(73) (A+B)(T0) 24 = Te- Tre 2 ge. MIOV-1.S-e- Te. 





1 1 1 1 1 
Sei schließlich 8: MU Ve -S,<T<T,(p). Für —- Ve®.T<s 44 AT ; 
folgt dann s > und daher aus (69) (analog (54) bzw. (55)) 
(74) fs) 2 Ue— M>Ü-4-V-M _M2»M—M>2M>1, 
(75) 14 S14 + sig 
sry rlajeer 
Wegen (74) ist 
: Bu 
B = {fe Z u: Tzs<z, V r}<$, 
Nach (72), (75), (70) und (41D) gilt dann 
1 1 
(76) (A + B)(T°) > (A + B’) (Te) > card &' “ V Tl122 Ver 
en u 
a Zr’ a E - (T,(p,)) 0, T® 
Dane _ 
>40"°.877.r1M ®?U°V 3. $Sle.al-mer . Te 
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Wegen Hilfssatz 7, II folgt aus (71), (73) und (76) für alle 7" >21 


5 4 4 
(77) T-e-(A + B)(Te) 210° -87.r ®M 3 UV 3.858. 01o0er 
Da 
y‚= fin (Ar By) — gu (T-®.(A + B,) (T°)) 
n Es... n T21 


ist, erhalten wir aus (77) durch Übergang zum fin die Ungleichung (5A). 
Beweis von (5B). Da (5B) für «* = 0 trivial ist, sei im folgenden ax* > 0 voraus- 
gesetzt. 


Aus den Voraussetzungen von (5B) folgt (69) und (analog (54)), daß f(s) 21 ist 
für alle hinreichend großen s. Also ist ®, + 9; sei etwa b, € B,, dann ist WA + B,>A+ {by}: 
Nach Definition der Anzahlfunktion und der asymptotischen Dichte gilt nun für jedes e 
mit 0 <e<a* und bei festem e für alle hinreichend großen & 


AKZAL) 2S(*— JE] Sr - J)A— EN) ES — ED) — EL, 
(A+B)e) ZAE—b) > Alld — bu) > (a* — e)[E — bu] 
2 (et —- Ab +HYEN Sr —e)—E)E. 
Also sind bei festem e mit 0 <e < a* die Voraussetzungen des Hilfssatzes 8 für alle 


hinreichend großen 7 mit $, statt S,, M statt M, U statt U, V statt V, S, hinreichend 
groß (aber fest), (x* — e) (1 —-e) statt &, und B, statt D erfüllt. Folglich gilt dann für 
alle hinreichend großen 7 


(78) T®-(A+ B)(T?) 22-40°%-r ’M >0°Y 


(für T>&). Da 
n 
+2 > fim (T--(A + B)(T9)) 
ist, erhält man aus (78) für & == 1 durch Hintereinanderausführen der Grenzübergänge 
T— w und e>0 die Ungleichung (5B). 
Beweis von (5C). Wegen », > 0 (nach (36)) können wir Q, = un setzen. 
Aus (3) folgt 


0) . 0) ö in: 5 
n=-3— - 0,4 =3—Q, ,Q&=7z. 











Or+ı Or+ı e 
Die Wurzeln der Gleichung & — 3€E +1 = 0 sind 
3 , io 3 en 
(79) ı4=7z+7zV» &=7—77U5- 
(80) 7 <(, < £,. Induktionsbeweis: 7 =Q,<$&; 
Induktionsschritt r>or +1: 
3 52 > 
2 0—2+7%5 3_y5 3_y5 _2+Y5 
0, (Q,— 8) = = 1 — I >1— = 
Q, 2 Q, 5 > 
1 
4+— 
> er} 
2 5 6’ 
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(81) 0 <( —Q)° r2 Qr'(E, —B,) 2,— &,) _ 07'(3Q, —(; = 1) 
=3 0," -Q, De Q,+1 — (0. 


9,9 =), — SH) -t- (&ı — 86) ‚<u— Q,, 


2 


a or 


5 
5 ZI. <A <E, g.e.d. 
Da die Gültigkeit von (80) für aller > 2 gezeigt wurde, gilt auch (81) allgemein. Es folgt 


0 - Pr sl, nn -n-nSa—nt, 


0 < & —(, s ee, 
Weiter erhalten wir®) 


2, Br 3 3, ver -_., -i, 2 3 6 4 ; 3, ä —] 
(1-= 6 )=(1+7 6 ) (146 (-5+7- 3 6 ))2(1+7 6 


für i>4, 


> hd R e . 
r—1 3 . ht 2,0 ne gemi a. a; 
n(1+7 -6=) De A ZU —_e® 


s 
i=1 i=1 
&) HA -U(h-&—-Q)2I& — 6) - I Id—8'-67N 
0% ty )) K: r-1 ge 
an. al-50) 204760) 
u. (a1 
3 Po 
>Eerl.e "> Be 
(83) %,=2, @,yı = W' u = 2: -IQ<2- B=, 


Aus (82), (83) und (79) schließen wir 
64 1 Z\m1 3 1 A\-! 
#(2+7#) seusı( +37) » 
woraus sich wegen w, = 2 sofort ku ergibt. 


Wegen 9,0,'>0 bzw. w;' >0 folgt aus (5A) bzw. (5B) unmittelbar, daß 8, 
eine finite bzw. ®, eine asymptotische außerordentliche Komponente ist. Damit ist das 
Kriterium (5) vollständig bewiesen. 


$ 5. Beispiele. 


In diesem Paragraphen sollen nun zunächst Beispiele für ee Funk- 
tionen angegeben werden. 


Beispiel 1. Sei 
120,5>0,ge>1,e> 9 20 fürisis;j, 


) 
9=2F]&]|, 7=Min (0 — 0,) )für j 21, 
i-1 


| 


Ä ı 
2 z 
Max ve ” —) . ), wenn 9 >00 ist, 
B ‚ wenn ®=( ist, 


F(o) = £o®? +2 &0% für o>0 und f(s) = [F(s)] für s>0. 








*) e bedeutet in den folgenden Formeln dieses Paragraphen die Basis der natürlichen Logarithmen. 











Pe 


r “ 


fu 
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Dann gilt 
& 3 
(84) 1A lo th Ze tin, 8). 
Beweis. Da (84) für © == 0 sicherlich richtig ist, sei im folgenden © > 0 angenommen. 
Für so 28, 214,1siısjundO0 <!<sr gilt dann: 


(85) fs)—Fis)| s1. 


(86) Flo) <Eo® + 8] & | 09 0° (e +z|E| Aue < (& + 06-)) 
i= i=1 


i=1 
<a(6+5)= 580. 


i-ı 


I1<a-M ler =Ma—n< Ir; 


i-ı [e;] i-ı 


asi- 1= la rl-Ha—n I b-o)<ea-Illel+t1—n: IM» 

















‚=[g]+1 v=1 »=[g;1+1 
Ss ıi-ı 
sr Ir <sIlr—») 
v1 ‚=0 
I- nn i-1 Be. u r i+4 ıi-ı 
Mer Sn =, en SHE re 
4 ıi-ı 
= BEER 
a „te v) 
(280) us z(& Te, —),) - . g(e )—-(e o)| 
| do! i=1 e i=1 . ‚=0 | 
; 
-T 667 ve; z(1& Ile») 
i=1 =0 
PETER DENE I Kan) EP r ed, u 
Rh: Be N ET 
E i-ı 
au B— a 





| dı [3 
(87) FO) ZEN (2) 


- 
I 
o 


Aus (85), (86) und (87) folgt (84). 


Beispiel 2°). Sei 
20 +1 
e+1—r’ 


F(o) = o®-(H -+ sinlg o) für o > 0 und f(s) =q:[F(s)] für s>0. 





ge3,oe>1,H= 





Dann gilt 
(88) f=Ap(0,1,91,9°(H+1)). 
5) Für22o>1undd= = Ei Ba z liefert dieses Beispiel in Verbindung mit (5) Verschär- 


fungen von bereits in [4], Fußnote’ 3, angegebenen Feen. 
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Beweis. Für so Z14 und O<s!<sr gilt: 


(89) I) —g:Fi)| =g:| IF) —Fi)| Sg. 
(90) g9:F(o) <q’ (H + |sinlgo |)-oe<g-(H +1): oe. 
A , 1 = (le —ı) A; —B, für i>0, 


B, “ . -k-YB+A Meint }induktive Definition. 
wi ’ IT re i f id, 


z (o® sinlg o) = 08-i(A, sinlgo + B; coslg o). Induktionsbeweis klar. 


ıi-2 ıi-2 
|A.| so: M(e— »), | Bı| se: IT (e— »). Induktionsbeweis: 2 =0,1=1 klar; für 
v‚=0 vr=0 
1ı<lsr—1 ist 


Bı| i-2 
Is@—1+1-e-ILle— 

A:| v0 
s—-1 
=o'JI 


(e — »). 


2 
.- (o® sinlg 0) | S o8-!(| A,) + | Bı |) < 20 IT (e — ») ' or. 
| v=0 


2 0 | I 
ı-2 


BE. ho a j a 
= (I; (@e+1——2.) Ale» o® = De» ar-!, 


I 
v 


) U 
!21>F®"(o) ZH Mle—v) t'—| 5 (0° sinlg o) | 


F®(o) > 0° '. (Gilt auch für I = 0.) 
N Fe 
(9) ar (0° Fo) = q° F9lo) 2 or. 


Aus (89), (90) und (91) folgt (88). 

Beispiel 2 ist insofern bemerkenswert, als es uns für q > 1 finite bzw. asymptotische 
außerordentliche Komponenten 8, bzw. ®, liefert, die weder Basen ®) noch wesentliche 
Komponenten’) sind und deren definierende Funktion f keine Abschätzung der Form 
f(s) = Es" + o(s”) (für s> oo mit konstantem £, n und £ >- 0) gestattet. 


Aus dem Beweis von Hilfssatz 7, V ist ersichtlich ®), daß die in diesem Hilfssatz 
behauptete Ungleichung für r >4 auch noch für gewisse 9, statt 9, mit 9, < 9, <1 
erfüllt ist; man überzeugt sich an Hand des Beweises von (5A) sofort davon, daß dann 
auch (5A) mit 9, statt 9, gilt. Mir war es jedoch nicht möglich, (5A) für solche Y, zu 
beweisen, für die nicht r 9, = O(1) (für r> oo) gilt. 

Was nun die in (5) auftretenden Konstanten C, und C# betrifft, so wurde lediglich 
darauf geachtet, daß diese Konstanten nicht gar zu ungünstig von r, Mm, U, V, 5, ab- 
hängen. Daß sich die Abschätzungen (5A) und (5B) bezüglich der von x bzw. &* un- 
abhängigen konstanten Faktoren unter Umständen erheblich verbessern lassen, zeigt das 
folgende Beispiel. 


%) Alle darstellbaren Elemente sind durch g teilbar. 
?) Sei Y= {l+qg|veß}. Es folgt 0 <5MW=-HM=g'<1,A=-A+B>A+HB, 
®) In (40) steht das Größerzeichen. 











ei 


fü 


au 
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Beispiel 3°). Sei 


qeB und f(s) = g# fürs 21. 


Dann ist 
2 a 
(92) yy > —— n*? _ or, 
3y6q 
! 
(93) v2 2. Aa 
ya 


Beweisskizze. Wir erhalten die Ungleichungen (92) und (93), indem wir den in dieser 
Arbeit angegebenen Beweis für (5B) und (5A) für den Fall f(s) = gs? verfeinern. Der 
Einfachheit halber knüpfen wir an den Beweis des Hilfssatzes 1 aus [4] an'®). 


Es gelte (2.1), (2.2), 0<se <x und (2.3). Dann ist 2rkt, = m,. Wir wählen / so, daß 
All) Z(x—e) -2rkt„und A(l—A1) < (x— e) -2rkt, ist, und setzen W =Ar [1,1]. Es folgt 
ı <I<s2rkt,, A'’(2rkt,) = All) = Al—1) +1 <a '2rkun +1 = all + (2rktua)-)2rkt, 
und A’(m) > (5 e) m für r(2ks, + k?) < m < 2rkt„. Wenn wir jetzt die zum Beweise 
von Hilfssatz 1 aus [4] dienenden Abschätzungen mit W’ statt A und oZ1-+(2rkt,x)-! 


t ’ ’ 
u j N A'(?2r kt„)\ : R 
durchführen und dabei beachten, daß 8 Li" < 9 ist, so erhalten wir, ohne 


s=% 


die Voraussetzung 0 € 8, zu benutzen, 
(94) C,(n) = an(k — 2x0? rk?) — ak(k + s,) Yrn — ekn. 


Hieraus folgen ähnlich wie in $3 und $ 4 von [4] die Ungleichungen (92) und (93). 


Abschließend soll in (95) gezeigt werden, daß (93) bezüglich der Größenordnung 
in x für x— 0 nicht mehr allgemein verschärft werden kann. Wir formulieren diese Aus- 
sage mittels der Wirkungsfunktion, die wie folgt definiert ist!'!): (Finite) Wirkungs- 
funktion von B =, fin (A. + B) pr =PplE, B). Dies p(£, B) ist bei festem B offenbar 

4a 
KA)SE 
eine monoton wachsende Funktion von £. Es gilt dann: 


(95) Falls g€ 3 und f(s) = q8? fürs Z1 ist, so ist für O<&£ si 


1 1 \? 1 o 1 1\% 
ud ae > ee FE e 5. 
- (+)-1=4 ICE EEE (7). 


Beweis. Die untere Abschätzung erhält man aus (93). Seinun Y„= {i+mv!v€ 8) 


für m 21. Dann ist ö(A„) = n 


9) Offenbar gilt bestmöglich f = Ap (2,1, 0, q, q). Daher liefern (5B) und (5A) mit 5, -M=U=1und 
5 5 1 5 A 
= g nur y722-.10-°.2 I.g 9 -"* und y,=10"°.87?-2 ya Fu, 
10) Wir verwenden im folgenden ausschließlich die in [4] verwendeten Bezeichnungen; (2.—) bezieht sich 
auf die in [4] durchgeführte Numerierung. 
ı) Vgl. [3], I, S. 182. 


3* 
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o (An+B)(m) 4, Bim—ı) 1,4 [/m<i] _ı 1 
s(A,+B)= m BZ PET DR Eu 1 q [Ser 
1 


ES > pl 8) S plE]7, B) <öt-n + B) ste + EL 7, u 


ı iz. #7 
<u4 (#470). 


Da o(£, B,) <41 für si ist, folgt hieraus die obere Abschätzung von (95). 
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Zur Darstellung von Zahlen durch Summen 
von Primzahlpotenzen'). 
I. Darstellung hinreichend großer Zahlen. 


Von Wolfgang Schwarz in Erlangen. 





Bezeichnungen und Vereinbarungen. 


U M; mengentheoretische Vereinigung der Mengen M;. Bei elementfremden Mengen 


ı 


schreiben wir auch FM.. 


&,€,... bedeutet stets eine beliebig kleine, fest vorgegebene positive Zahl. 

(2,...,y) größter gemeinsamer Teiler der ganzen Zahlen z,..., y. 

[x] größte ganze Zahl < «. 

|| «|| Abstand von « zur nächsten ganzen Zahl. 

f(z) < g(z) bedeutet dasselbe wie f(z) = O(g(z)). 

exp (a) = e*, efa) = et=%, 

z(N;g,x) Anzahl der Primzahlen unterhalb N, die kongruent x mod g sind. 

a(N) =n(N;1,0). 

p|g: p ist Teiler von g; p+g: p ist nicht Teiler von q. 

p®\|g: genau p® geht in q auf, also p®|g, aber pe*+! rg. 

N, P,@ seien ganze, positive Zahlen, die stets als hinreichend groß vorausgesetzt werden. 

a, b,, ba, . .. kleine lateinische Buchstaben außer c, c,,...,e und z bedeuten stets ganze 
Zahlen. 

Das Zahlenpaar a,g sei stets als teilerfremd vorausgesetzt, also (a,g) =1. 

P, P',Pı,-.. bedeuten stets Primzahlen. 

&,ß,...,2z sind reelle Veränderliche. 

C,C1,€,... bedeuten positive Konstanten. c(e, k) gibt an, wovon die Konstante abhängt. 

A<P1:-:.,Ps <B bedeute das Bestehen folgender s Ungleichungen: A <p,<B 
(“=1,...,8). 


r t r t B F 
{z + zZ} bedeute $f(x) + &f(x); analog ist {/ + [} g(x) d« zu verstehen. 
s=1 w=8 z=1 a=8 A D 
Leere Produkte bedeuten 1, leere Summen 0. 


1) Die Teile I und II dieser Arbeit sind eine überarbeitete Fassung meiner von der Naturwissenschaftlichen 
Fakultät der Universität Erlangen angenommenen Dissertation. Herrn Prof. Dr. Th. Schneider möchte ich für die 
Anregung dieser Arbeit und für wertvolle Ratschläge bei der Durchführung meinen herzlichsten Dank aussprechen. 
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Einleitung. 


Durch die Verwendung von endlichen Exponentialsummen in seiner bahnbrechen- 
den Arbeit (24) (vgl. Literaturverzeichnis) ?) schaffte Vinogradov die Möglichkeit, additive 
Zerfällungen hinreichend großer ganzer Zahlen in Summen von Primzahlen und Prim- 
zahlpotenzen mit Hilfe der Hardy-Littlewoodschen Methode ohne Heranziehung irgend- 
welcher Hypothesen über die Nullstellenverteilung von Dirichletschen Z-Funktionen zu 
untersuchen. Seither wurden Probleme dieser Art mehrfach bearbeitet. 

Sei k eine feste, positive ganze Zahl, f(x) ein Polynom vom Grade k mit ganzen 
Koeffizienten, den höchsten Koeffizienten als positiv vorausgesetzt; p,, Pa, ... mögen 
Primzahlen, x,, 25,... ganze Zahlen bedeuten. Dann wurden, wenn wir vom Waring- 
Problem für größere Exponenten absehen, hauptsächlich folgende additive Zerlegungen 
untersucht: ö 
N =p,+ Pa + Ps (Vinogradov (24)), 

N =a,p, + Q,p; + a,p5, wobei die a, ganze, teilerfremde Zahlen sind ( v. d. Corput (1), 

mit a =a,=qa, =1 auch Hua (12)). 

N=p+Pp+Pp3+ pi (Hua (12)). 

N=p+x2+2+ x (Halberstam (9)). 

N=p?+---+p2+ x (Roth (22)). 

N=pn+pR+X, N=p+t''+p +XH+:: +2, wobei 2s+r>A4 

(Halberstam (9)). 

V=apı+'''+a,p,, wobei a,,...,a, ganze, paarweise teilerfremde Zahlen sind 

(Richert (19)). 

N=p+p2+p3 +pi+ pP; (Prachar (17)). 

Wir wollen die Darstellbarkeit von N in der Gestalt 
N=bp+t'"+b&m+thlp)+t "+ Frlpn) 

unter den Voraussetzungen s>2 und r >0 oder s>2 und r > 0 untersuchen und 
eine asymptotische Formel für die Lösungsanzahl berechnen, um damit die Arbeiten von 
Richert (19), Halberstam (9) und Hua (12) zusammenzufassen und zu verallgemeinern. 
Dabei sind b,,....., b, ganze positive Zahlen mit (b,,...,5,) = 1, und die f;(x) sind Poly- 
nome in x vom Geede k, = 2 mit ganzen Koeffizienten, den feunile höchsten Koeffi- 
zienten als positiv vorausgesetzt. 

In der ganzen Arbeit soll N stets eine genügend große ganze Zahl sein, ohne daß 
dies jedes Mal ausdrücklich hervorgehoben wird. 


I. Absehnitt: Bekannte Sätze. 


Satz I, 1: Eulersche Summenformel. 
Sei g(2) eineinO <a <z< Pß stetig differenzierbare (reelle oder komplexe) Funktion; 
sei a ganz. Dann ist: 


(1) z ein) = [s@dc+ ft — [2]) g (2) da + g(a) — (P — [P])  g(P). 


asn< 


Ist inasz<sBß stets g’(z) <S0 oder g(z) Z0, so gilt: 


B 
(2) Z g(n) = [g(e) dz + O(|g(a) | + |g(P) |). 


asnsß 


2) Das Literaturverzeichnis für Teil I und II befindet sich am Ende von Teil 1. 
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Satz I, 2: Abelsche Summation. 
Sei die reelle Zahlenfolge {},;» =1,2,...}Ymit), SA, <A, <S+--undlim A„ = ©o 


gegeben. In 4, <z<Pß sei g(z) eine stetig differenzierbare (reelle oder komplexe). Funktion. 
Dann ist, wenn die «&, beliebige komplexe Zahlen sind: 


ß 
(3) = &n * 8(An) = A(P) - g(ß) — f A(z) - g’(2) dz. 
ı<An<ß +ı 
Dabei haben wir zur Abkürzung A(z) = 3 x, gesetzt. 

A sA,Sz 
(Prachar (18), S.372 und 371, Satz 1.5 bzw. 1.4). 
Satz I, 3: „Additionstheorem“. 


Es sei f(z) eine in 0 <z < oo stetig differenzierbare reell-wertige Funktion; sei mil 
reellen oder komplexen Koeffizienten 4; 


(4) F(a,R)= 2 A,:e(a:f(2)). 
z<R 


0= 


Dann gilt: 


P 


(5) Fila + %&, P) =e(af(P))- Flo, P) — 2nia,: fe (asf(z))-f(2)‘ Fla, 2) de. 


0 


Estermann (7), S. 53, beweist das Additionstheorem für den Spezialfall f(z) = z. 


Beweis: Wir haben für O<ß=sy: 
(6) ij 2riaz- (2) e(mfl))dz = e(afly))—eih)). 
Demnach ist mit (4) und (6): 
D Flat P- 2 Areale) (af) — 2aias- [easfte) Node 


Wegen Satz I,2 mit A(z) = 8 A,e(«a,f(x)) und g(z) = — 2nia, Teafa) - f'(z) dz 
0<sz<sz z 
folgt: 
> 
— 5 4: e («./(x)) " 2nia, ' Se («.f(2)) f(2) dz 


0szsP 


= AP) g(P)— Aria [ef 2 Arrelauft))de, 


Hieraus folgt mit (7) und wegen g(P) = 0 die Behauptung (5). 
Satz I, 4: Primzahlsatz. 


Sei A eine beliebige positive, aber fest vorgegebene Zahl, sei P>3, sei (q,2) =1 
und q < log“ P. Für 


(8) (P;,a)= 2 1 
p=zmodg 
»<sP, 


gilt dann: Es gibt eine positive Konstante c,, so daß 


(9) n(P;g,x) - 2 +0(P- exp (— c, : Ylog P)) 


ist. 
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Dabei ist 
Fr 
(10) ls P - ca = 


gesetzt worden. 


Für c, kann z.B. c, = u gewählt werden. 


Beweis: z. B. Estermann (7), Theorem 55, Seite 51. 
Nun folgen drei für uns später wichtige Abschätzungen von Exponentialsummen. 
Satz I,5: Sei « -4+47 mit (a,g) =1, |A|l si und0O <Q<sgq <7- Weiter 
1 
gelte für die ganze Zahl m: 0 <m <0Q?. Dann ist für jedes e > 0 


r 


1 
— +08 


(11) Ze(amp)|<N-logN:-Q * 


psN 


(Vinogradov (26)). | 
Satz I, 6: Sei f(x) =a- at + a, at! + +++ a, ein Polynom mit reellen Koeffi- 


zienten vom Grade k Z 2. Sei « -2+4 mit |A| <1, 9g>0O und (a,g) = 1. Wir setzen: 


ı m 
U = min (N®, g, —) ä Es sei 
(12) U P_ (log Nyer+n 20h? 


Dann gilt mit einer nur von k abhängigen Konstanten c;(k): 


ı \272% 
(13) 2 e(m- kp) <cs(k)-N- E U ar) 


(Vinogradov (25)). 
Satz I, 7: Sei f(x) =a,2" + a,ax*-!-+ ++ ar-ı2 ein Polynom mit ganzen 
Koeffizienten; es sei (a,g) =1 und (a,, @,,-- .,4x-1,9) =1. Dann ist: 


(14) z (7a) Sal). +, 


ılzsz2gqg 
wobei c;(k, €) von a, 4a... ., dx-ı unabhängig ist (Hua (14), Chap. I). 
Zum Schluß fügen wir noch einen Satz arithmetischer Natur an: 


Satz I, 8: Sei F(x,,.. ., x.) ein Polynom in n Veränderlichen x,,.... ., &„ vom Grade k 
mit ganzen Koeffizienten, deren größter gemeinsamer Teiler gleich A ist. T(| m |) bezeichne 
die Anzahl der positiven Teiler von | m |. l sei eine ganze, positive Zahl. 

Wir setzen: - 

= max IFlzu--,2)| 


1sz,<sP,v=1,..,n 
n 
Y = max (2r, xE). 
Dann ist unabhängig von den Koeffizienten des Polynoms F(x,,..., %n) mit positiven 


Konstanten c;, C;, die nur von k,1l,n abhängen: 
P P 


EZ 3 T(|F(a,..„2,))) Ss elk,l,n)-Y-|log X |+%4m 


z=1 


(Hua (14), Chap. II). 
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II. Abschnitt: Darstellung großer ganzer Zahlen N durch Summen von Primzahlen und 
Primzahlpotenzen. 
1. Formulierung des Hauptsatzes. 
In diesem Abschnitt soll folgender Satz bewiesen werden: 
Hauptsatz: Gegeben seien die Polynome 
(1,4) f;(2) = a, + a, +... 4 4, ; j=1,2,...n) 
vom Grade k, 22 mit ganzrationalen Koeffizienten ay;, @yj,-- -, Gy,» wobei a, > sei. 


AIR 


ur. 


(1.2) Die Zahlen b,, b,, ..., b, seien ganzrational und positiv. Es sei (b,,... 


N sei, wie immer, eine hinreichend große ganze Zahl. p,, - - -, Pa Pils - - -, P} bezeichnen 
Primzahlen, die folgenden Bedingungen genügen: 


(1,3) pP. S ; 3 2; m A ı. 


o 


Wir setzen für i<0 formal a, , — 0; sei 


© 
u; 2} Za,, w-(p—1),j 
’ ’ 
w=0 


Für jede Primzahl p > 2, die in genaus—iderb,(o =1,2,...,s) aufgeht, seien nicht 
alle folgenden Kongruenzen mod p erfüllt: 


u+w+''+w.=N modp 
und 
I 
a 
w 0 2 


(1,4) 
v- up 1,50 mod p 
fr ov=1, 2... A323 ud j ei, 2... r. 
(1,5) Weiter sis zZ2undr Ziodes=Z3undr >0. 
(1,6) /m Falle r=O seiN zujes—Aderb, (oe =1,...,s) teilerfremd. 
Gilt schließlich noch 
(1,7) bs + +6 +fl(d+ + fll)=N mod 2, 
so ist N in der Form 
(1,8) N=bpn+t'+bm +hlp)+ ‘+ (pr) 
darstellbar. 
Die Anzahl r(N) der Darstellungen ist: 


1 1 


s-14+ ++ — 
(1,9 IN) = StN)- em) +oln  "H*"". (log N) 
Dabei wird o(N) durch Satz 11,5, Formel (3, 11) oder (3, 12) oder (3, 13) gegeben. 


Die Singuläre Reihe S(N) wird durch die Formel (2,4) des nächsten Paragraphen 
gegeben. Unter den angegebenen Voraussetzungen ist S(N) = c, gleichmäßig für alle N >0, 
die der Bedingung (1, 7) genügen und für die nicht alle Kongruenzen (1, 4) gelten, mit einer 
von N unabhängigen Konstanten ce, >. 


(s+r) »| 


Journal für Mathematik. Bd. 205. Heft 1/2 
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Die in die O-Abschätzung eingehende Konstante B hängt von einem Parameter A ab, 
für den, wenn 

(1, 10) k = max k, (G=14,..,P) 
gesetzt wird, vorausgesetzt werde, daß 

(4,14) AzAi+max{s+r; (2k +4)-20%-2; 22%.(4k +7) (2s+r—3)}. 

Durch geeignete Wahl von A läßt sich die Konstante B in der O-Abschätzung größer 
als jede vorgegebene Zahl machen. Die genaue Abhängigkeit B = B(A) ist auf Seite 44 


gegeben. 
Anmerkung: Anwendungen des Hauptsatzes folgen auf Seite 45f. 
Die im Hauptsatz eingeführten Bezeichnungen sowie die Voraussetzungen (1, 2) 


und (1,5) sollen für den ganzen II. Abschnitt gelten. 


2. Untersuchung der Singulären Reihe. 
Wir setzen, wobei g(g) die Anzahl der zu g teilerfremden Restklassen mod g be- 
zeichnet: 


(2-42); a 





(2, 1) Wei; er 92 
1sz<sgq 
z,)=1 
ab, 
(2, 2) D,(a b)= Ze x); .,=1,0=1,..,8. 
1sz<gq q 


“,gQJ=1 


23) AMD = (Dt: 2 ID) Wanne N) 
Br. .. > 


gq=1 
Lemma 2.1: Sei f(x) = a,0* + a,2*-!+ +++ a, ein Polynom mit ganzen Koeffi- 
zienten, sei (a,g) =1 und 





Wer > Z& e(< 12). | 
1sz<gq q 
(,gJ)=1 


Dann gilt: 


FRIR 3 
W.srl S c,(k, e)'q ‚ * (Qy, RE SCR>, 1 
mit einer nur von k und e abhängigen Konstanten c, >. 
Beweis: Nach Vinogradov (28), Chap. IX, Lemma 2, ist 
W.u= Zul) mit 4= 2 e (2 ftad)) # (7a) .g e(- (ed) — ar): 
alg 
d>o0 


q q 
sıs-— sıs— 
12257 1sıs; 


Sei ti der größte gemeinsame Teiler t = (a,d*, a,d*-!,..., a,-,d, 9). Wegen d|g gilt dt. 
Somit wird: 


. ad ... 9-14, 
er al Br )) 


| EEE 
ıszs 1 
s.st \2 
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Offensichtlich ist t S (a,, aı, - - -, @x-ı) * d*. 





k 
Wegen (ei, Sache mnE, 2) = 1 können wir Satz I, 7 von Hua anwenden und 
erhalten: 
1- 4+e 
81 SZ ck, e)-(2) 
07 ı PR. DR ı 
S c;(k, eg 2" Zt * <clk, e')- q 2” (au Ay ..,4:-1)"- 


Nach Landau (145), Satz 260, gilt für die Anzahl 7(g) der Teiler von g: T(g) < c’(e')  q*, 
also folgt aus |W,,,‚;‚| S2|S,| unmittelbar die Behauptung. 
ala 


Lemma 2.2: Mit (2,2) D,\(D= Ze (4: e), l ganz, ist: 


1sz<zg 
(,g=1 
re sn 
(2, 5) D,() er «(2): 
(2, 8) D, (l) A DU m DD.“ für (91, 9.) — 1. 
(2, 9) IDO|< Pd. 


Sind b,,...,b, positive ganze Zahlen mit (b,,...,5b,) =1, und ist 
(2, 10) %, =IID.b,), soist: a) &,=0 für u(g) = 0 
o=1 
b) |ö,| < IT b,. 
o=1 

Beweis: Für (2,5) bis (2,9) siehe Richert (19), Lemma 5. Sei nun u(g) = 0, so 
ist g = gg mit q, > 1. Nehmen wir an, daß ö, + 0 ist, so ist für jedes a =1,...,s 
D,(b,) #0. Mit (2,5) ist 


D,(b,) = 2 d:u(2) = 2 d-u(4), 


4|(d2) d|(d,9) 
qıld 
weil für g, td (und d|g) u (4) = u (#8 A) _ = ( ist. Also gibt es für jedes b, wenigstens 
ein d, mit d,|(b,,g) und g, |d,, woraus q, | (b,,...,b,) folgt, also g, |4 im Gegensatz 


zu 9, > 1. Somit ist die Annahme ö, + 0 für u(g) = 0 falsch und (2, 10a) ist bewiesen. 
Nach (2, 8) ist ö, multiplikativ, also ist unter Beachtung von (2,5) und (2, 10a): 


mo e—n|= I, = 00). 
s=1p|(d.q) o-1 


Lemma 2.3: Für das durch (2,3) erklärte A(N,g) gilt: 


-6-)-z+e 


41 =} m m2,0,| < 


lo=1 »la 








(2, 11) | A(N, q)| S Cyo(k, €, T, S, bu,- ...,. b,)q 
Die Singuläre Reihe (2,4) ist absolut konvergent und es ist für A >0 


z, AlN,g)] = - 0 (og m) re). 


4 >10g4 N 





2,12) IS(N— 2 un, 9| = 
1<sgsiogÄN 
4* 
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Beweis: Aus (2,3) folgt mit (2, 10) und Lemma 2.1 unter Berücksichtigung von 
(Üd)'Scle) 


r [77 
— +re 


IA(N, q)| <e .q stets, q: Ib,‘ qq 'k 6-D- re 
1 


k 


<colr,k,e,s)-I1b,°q9- 
1 


(1+ 


Wegen (1,5) ist also A(N,g) <q ” mit n>0, woraus die absolute Konvergenz der 


Singulären Reihe folgt. 
(2, 12) folgt unmittelbar aus (2, 11). 


[6] 


Lemma 2.4: Die zahlentheoretische Funktion h(g) sei multiplikativ und & |h(gq)| sei 
g=1 
konvergent. Dann ist: 


zu = M( 2%”). 
. g=-1 pz2\m=0 / 
Vel. z.B. Estermann (7), Satz 2. 


„ 


Lemma 2.5: A(N, g) ist multiplikativ, d. h. für (q,, 95) = 1 ist: 


A(N, 19) = A(N,q,)A(N, 2). 
Anmerkung: Für Lemma 2. 5 braucht nicht (1, 5) vorausgesetzt zu werden, es gilt 
vielmehr schon fürs >20 undr >20. 
Beweis: Die Bezeichnung $’ (kurz $') soll bedeuten, daß y ein reduziertes Rest- 


ymodq Y 
system modulo g durchläuft. 


Sei nun (q,, 98) = 1. Durchlaufen a, bzw. a, je ein reduziertes Restsystem mod g, 
bzw. mod g,, so durchläuft a,9; + a,q, ein reduziertes Restsystem mod g,9, (Landau 
(15) Satz 74). Wegen (2, 8), und weil 9(g) multiplikativ ist, genügt es zu zeigen, daß 

ie a 
R(gq) zZ AW., ge gr N) =. 5 ( (fı(z,) | 
1 \ 


amodgqj a modgq LAtEERE 7 mod q 


—(r+s) 


multiplikativ ist. Denn es ist A(N,g) = (9(g)) - II D,(b,) - R,. Unter Benutzung 
o=1 


der Taylorentwicklung des Polynoms f;(2,95 + 2,9.) an der Stelle x,9, bzw. x,g, ist: 


Pr P3% (ae tar -F(&ı92 + a): 
2, mod q, 


x, mod g, 19a 
d] 


i z (Iaazı + ZI. dgıla +" ) + e n (Ha20 + en) 4%. +°° )} 


e Fi(lgerı) + n ! ha} u A 2 e(d: fı(2) + in 1) 


x mod g, yv mod q, 


Daraus folgt unmittelbar: 


Ra) Ro)= 2 2 P3 3 efn- (la) ++ hl) —N) 
2 1 


a] mod q, @g mod g5 2,2, mod a, Yy'"Y, mod 


+ Fr (fı(yı) ee 5 un) 


=; 2. 7 [tt ngı - (Frl2193 + Yıyı) + + Ira + Yrdı) —N)) 


Aj,@g 2°°2, Yy'' "Ur Yı9a 


= 5 P2 („ ‘ (f1 (21) ++ fl) —N)) = R(q19.)- 


a mod 9795 27'-'2, mod g, 9a 91 92 
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Lemma 2. 6: 


ID, (b.) »-1 r a 
Sin = + AN, DI=M ni + gm 2 I W.n,el— N) 
p=2 ' does 1) o=-1j=1 


Beweis: Auf die durch (2,4) gegebene unendliche Reihe wenden wir Lemma 2. 4 
an, was auf Grund von Lemma 2.3 und 2. 5 möglich ist. Wegen (b,,.... b,) = 1 und (2, 10a) 


reduziert sich $8 A(N, p”) auf 1+ A(N, p), woraus Lemma 2. 6 folgt. 


m=0 


Lemma 2.7: Sei M,„= M,(N, fı, - - -, fr) die Lösungsanzahl der Kongruenz 
(2, 14) ha) ++ fl) =N modp für ri 
mit den Einschränkungen 1 <a, <p—A(j=1,...,r). Dann ist: 
(2,15)  A(N,p) = (p—1)-*+9- TED.) (pm, — pP}. 
o=1 


Speziell ist für p = 2: 


(2,16) A(N,2) a für bb +" +5, +fhll)+ +4) mod 2}. 


Beweis: Nach Vinogradov (28), Chapt. I, Lemma 5 ist 


Fe d,.\ _/fafür gld 
’ u (7 ’) 40 für qg+d' 


Demnach wird: 
Zelt (ud + + Mad N)) = 


und es ist nach (2, 4): 


IT D,(b.) 


UN a En SE ne 4) 
ver (eD)** {Z Ri = ( (hta) F tm ))— (p ‚} 


Die Behauptung (2, 16) rechnet man sich aus (2, 3) aus. 
Lemma 2.8: Falls p in genau v der b,(o =1,...,s) aufgeht, ist: 


(2,17) II D,(b,) = (Wr (p— dr. 


Wegen (b,..„d) =1 it O<Srss—1. 
Beweis: Folgt aus (2, 5). 


Satz II, 1: Sei f(x) = d,a* + d,a*-1+.+-+.d, ein Polynom mit ganzen Koeffi- 
zienten d, vom Grade k. Sei d, + 0. Wir setzen formal d, = 0 für x <0.p sei eine Prim- 
zahl. Die Kongruenz f(x) = N mod p habe genau p—1 Lösungen x mti <ı sp—1. 
Notwendig und hinreichend hierfür ist das Bestehen folgender Kongruenzen: 


Zd,_oa-n =Nmodp 
(2, 48) N 
| Sd_,-„o-„=0modp für v=1,23,...(pP—2). 


v=0 
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Beweis:1.)x=1,2,...,p—1 seien Lösungen von f(x) = N mod p. Nach Hardy- 
Wright (11), Theorem 119 ist 


ut -[, für (p —1)|u 


(2, 19) 2 2*=—e,(p) mod p mit 0 sonst. 


1Sasp-1 
Addieren wir die p—1 Kongruenzen f(x«)— N =0 mod p für «=1,2,..,p—1, 
so folgt: 

— dy: &,(p) — dyer- (pP) — — de-1c1lp) + (P—YVd—(p—1) N =0modp 
oder mit (2, 19): 


d,+d,_»-n+°''— N =2Zd,_20-u N =(0 mod p, 
v=0 


also die erste der Kongruenzbedingungen (2, 18). Die weiteren p—2 Kongruenz- 
bedingungen folgen analog durch Addition der p — 1 Kongruenzen 


f{2)-2— N -x=0modp («=1,23,..,p—1), 


wenn man ti von 1 bis p — 2 laufen läßt. 
2.) Sei (2,18) erfüllt und sei 1<x<sp-—-.1. Wir setzen 


KK» 34,0. ter für v=(, 1l,...p—2. 


w=0 
Dann ist auf Grund des kleinen Fermatschen Satzes 
K, = x’ Ei -n-0 s („»'1P = x” 2  EEREFEOTER mod P- 
v=0 v=0 
Mit (2,18) folgt: X, =N mod p, K,=0 mod p für v =1,2,..,.p—2. 
Somit ist für x =1,2,..,p—1: 


-2 
a) = EZ K,=N mod p. 
v=0 


Korollar: Die Kongruenz x* = N mod p hat genau dann p—1 Lösungen x mü 
1sresp-—IA, wenn (p—A)|k und N =1 mod p ist. 

Satz II,2: Sei p Primzahl, r ganz, r 1. Mit den Bezeichnungen (1,1) gilt: Die 
Kongruenz 


(2, 20) ha) ++ fl) = N mod p 
hat genau dann (p— 1)" Lösungen z,,..,% mti<sı,<sp—1(j=1,...,r), wenn 
folgende Kongruenzen erfüllt sind: 
EZ u,=N mod p und 
(2,21) ar 
’ - n „vel2...2—2, 
Zen, =0modp fr ,_ı 2... ,. 


Dabei haben wir formal a, , = 0 gesetzt für i<0, und 


= 3 ,-u@-1,3 Geil... r). 
w= 


Beweis: Daß die Bedingung (2, 21) hinreichend ist, ist nach Satz II, 1 klar. Denn 
jede einzelne Kongruenz f;(z;) = u, mod p hat p — 1 Lösungen z,mit1<sz,sp—1, 


und es ist $u,= N mod p. Um die Notwendigkeit zu beweisen, verfahren wir wie in 
j=1 
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Satz II, 1. Die Kongruenz (2,20) habe also (p— 1)" Lösungssysteme x,,...,x, mit 
ı<x2,sp-—.1. Die Addition der (p— 1) Kongruenzen 


h)+ + )=Nmodp (r=1,2,..,p—1) 
gibt — wie in Satz II, 1 — die erste der Kongruenzbedingungen (2, 21). Die weiteren 


r-(p— 2) Bedingungen folgen durch Addition der (p — 1) Kongruenzen (bei festem t 
und v) 


‚34=) th) m N y=0mdp (u=1,..,p—1), 
4 
wenn man dann it von 1 bis r und v von 1 bis p — 2 laufen läßt. 
Satz II,3: Sis 2, r 24, (b,..„d)=1. Sei 
bb+ +5, +fh(l)+ + FA)=N mod 2. 


Die Kongruenz f(x) + + fr(&) =N mod p habe weniger als (p—A)" Lösungen 
(2,..,%) mt 1 <a, <sp—A für alle die Primzahlen p, die in genau s—A der 
b,(e=1,...,s), aufgehen. Dann gibt es eine von N unabhängige Konstante c., > 0, 
so daß 
(2, 22) &(N) 20, >0 
güt. 1 
Beweis: Sei (1,10) k = maxk;,. Nach (2,11) ist |A(N,p)| <Scıo pP“ 2 mit 
einer von N unabhängigen Konstanten c,,. Somit ist das absolut konvergente Produkt 


1 
I 4+A(N,p)> II (1-5» 1 * =2.,>%. 


se pP > (Re) 
Es genügt nun der Nachweis, daß kein Faktor mit p < (2 c,0)* in der durch (2, 13) 
gegebenen Produktdarstellung von S(N) verschwindet, um (2,22) zu beweisen. Für 
p=2ist 1+A(N,2) =2 +0 wegen (2,16). Sei nun p> 2 und p gehe in genau 
s—4 der b, auf. Nach Voraussetzung ist für diese p die Lösungsanzahl M, (vgl. 
Lemma 2.7) M,„s(p—1)’—1. Also ist nach Lemma 2.7 und 2.8 (mitt v=s—1): 


IA(N, ns a p-(-Y—-1)—-p—ıy) 


er. (+1), (p — at — pr =1—p-(p—iy-etD <A. 
Geht p höchstens in (s — 2) der b, auf (o =1,...,s), so ist nach Lemma 2.7 und 2.8: 


(p— 1? 
aM, Bl SI— 


{peren) = u<t, 
also jeweils 1 + A(N,p) >0. 

Satz II, 3: Sis>=3 undr=0. Sib,+''+b,=N mod2, (b,..,.5)=1 
und N zujes—1 der b, (o=1,...,s) teilerfremd. Dann gibt es eine von N unab- 
hängige Konstante ci; > 0, so daß 

(2, 22') S(N) > 02 
ist. 

Beweis: Wie beim Beweise von Satz II, 3 genügt es, zu zeigen, daß kein Faktor 
mit ‚kleinem‘ p in der Produktdarstellung von S(N) verschwindet. Für p = 2 folgt 
dies aus (2, 16). Sei also p > 2. Nun ist 


1 a 
AN, p) = Dr ED, z (4 N). 
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Geht p in höchstens s — 2 der b, auf, so ist nach Lemma 2. 8: 


1 D,(b,)\ <(p—1)‘-?, also |A(N,p)| sch; und 1+A(N,p) >. 
- 1 | By 


0 








Geht p in genau s—1 der b, auf, so ist zwar | ]JI Do) — (p— 1)’"", aber weil N 
o=1 
zu je s—1 der b, teilerfremd ist, so gilt pt N, und deswegen =. (- . N) =1 
1lsasp-1l 








“ (vgl. Lemma 2.7), also |A(N,p)| < Far ; 


3. Lösungsanzahl einer diophantischen Gleichung. 


Satz II, 4: Seien: f;(2) =,‘ + a; + Gy; Polynome vom Grade 
k, = 2 mit ganzrationalen Koeffizienten a,,,, wobei a; >0 si(j=1,...,r). d,...,b, 
seien ganze, positive Zahlen mit (b,,...,b,) = 1. L bezeichne die Lösungsanzahl der dio- 


phantischen Gleichung 
(3,1) bım, + +b,m, + fi(m) ++ f,(m)) =N 


z PP nn > f3 . 
in ganzen Zahlen m,, m‘, mi 


1 
o0<m,<N.b' (e=1,..,.9); Os<m,<s(N- a; ')" G=1%,...9. 


o 


Dann ist: 
1 1 
A kı f k, Ben ı N R J ı ... 1 a I 
E, ’ Aoı F Aor ’ N 7 k, T + B, R% Oo In 14 kı + t k, I* , 


(sl)! bube:::b, 
Dabei ist: k“ = max (1, k,,...,%,); 
_ 2) FB) 


Bm 5 


B(«, ß) = T(« + B) bezeichnet die Beta-Funktion. 
1 1 1 1 1 1 
Di un Bis Dp_ — a B E r Fe B ( R ch TEE +) h 
. 0: za ’ ” kı kı N ll kjzı kjrı 7 kı L u k; 


jGeÜl,...r MN). 
Anmerkung: Die in die O-Abschätzung eingehenden Konstanten können von 
kıy.-Äy @,,b,, r und s abhängen, sind aber natürlich von N unabhängig. 
Zum Beweise dieses Satzes benötigen wir einige Hilfssätze. 


Lemma 3.1: Seien b,,.. ., b, ganze, positive Zahlen; sei d = (b,,...,b,) ihr größter 
gemeinsamer Teiler. Dann ist für sZ1 die Lösungsanzahl L,(Q) der diophantıschen 


Gleichung 
bm + +bm, =Q 


in ganzen, nichtnegativen Zahlen m,,..., m, gegeben durch 
(3,3) ZL.(Q) = 1 d ran! Er 
en. Er 07 +0Q?), falls d|Q. 
Beweis*: L,(@Q) = 0 für d+Q ist offensichtlich. 


*) Jemma 3.1 wurde im Spezialfall s = 2 von Evelyn-Linfoot in ihrer Arbeit: On a problem in the additive 
theory of numbers, II (Crelles Journal 164 (1931), S. 131—140) bewiesen. 








d 


dı 


di 


un 


Di 


die 








Schwarz, Zur Darstellung von Zahlen durch Summen von Primzahlpotenzen. I. 33 


Sei nun d|Q. 

Wir setzen b, =b}d, (oe =1,...,s), Q=@':d. Bezeichnet. L}(0’) die Lösungs- 
anzahl der diophantischen Gleichung 

bim + + m, =@', 
so ist Z,(0) = Li(Q). 
Nehmen wir Lemma 3.1 für d = 1 als bewiesen an, so ist wegen (bi,...,b/) =1 
demnach 
1 Q'-1 = N Qs-1.d " 
L,(Q) = (s—_ N)! Ey: + 00°) = s— hd! " u... 6 + 00°). 
Wir können also 0. B.d. A. d = 1 voraussetzen. 

Wir führen den Beweis durch vollständige Induktion nach s. Fürs = 1 ist Lemma 3.1 
trivial. Seinun s >1 und Lemma 3.1 für s— 1 richtig. Wir setzen D = (b,,... ., b,_,); 
die diophantische Gleichung (*) b,m, + "+ b,-ım,_ı =@ — b,m, ist bei festem m, 
genau für D| (Q — b,m,) lösbar und hat dann nach Induktionsannahme 

. uch s-2 
L,-(@ — bsm,) = us I - 2 i a + 00°) 


Lösungen. 


Durch den Ansatz 0 = R+ Yb, bestimmen wir ganze Zahlen Y = und R 


mtO<R<b,. 

Wegen (D,b,) =1 ist die Kongruenz b,-z =(' mod D eindeutig lösbar, also 
durchlaufen für jede ganze Zahl $ die Zahlen %, ß +b,„ß+2.b„...„A+(D—I1)-b, 
genau alle Reste modulo D. 


Unter den Y + I Zahlen (0 — b,m,), (0 smS +), die wir jetzt in der Form 


R,R+b„R+2b„..„R+Y:b,=(0 
aufschreiben, sind somit, da genau unter D aufeinanderfolgenden Zahlen einmal der 
Rest 0 auftritt, genau 
Q 


Y 
7 + 0) = Dt oO) 


durch D teilbare Zahlen, und genau für diese ist (*) lösbar. 





Q 
bs 





Durch Summation über alle Werte von m,, für die (*) lösbar ist, erhalten wir für 
die Lösungsanzahl ZL,(@) von (3,3) die Schranken: 


f n.. 
WAS ann, zZ RP -Nu tn Dbyr+ 00, 
a): 1 s-1 


y=0 





und 
. 
4 D [5] 
LQ) 2 ——— °————— : zZ (R+y-D-b,)+ 07-03). 
(s — 2)! b,b5-ı y=0 
' Zi: 
Die Ausrechnung ergibt wegen 2) “5 + O(1) und 
wi 
[5] 1 - 
e B Be ee, a WR ' Eu ZUR: GEHEN s— 2 
2 (R+ Yy D b,) ya | D b; (b, D)s-! + O(Q ) 
die Beziehung 
1 er 


L(Q) = (s — 1)! ) b, ...db, +0Q. 


Journal für Mathematik. Bd. 205. Heft 1/2 b 
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. Lemma 3.2: Seien g,(2) =«a,,'x* (t=1,...7,T20 ganz) Polynome mit 
ganzen Koeffizienten vom Grade k, >0. Seia,, >0.b,,...,b, seien ganze, positive Zahlen 
mit (b,,...,d,) = 1. Die Lösungsanzahl der diophantischen Gleichung 


(3, 4) bm, + +bm,+ g(m) + '''+8gr(m,) =N 


in ganzen, nichtnegativen Zahlen m,,..., Mm, Mı,..., my ist dann 





1 
(3, 5) = — En Nr + on ER). 


Dabei ist zur Abkürzung gesetzt: 


1 
A=1, A= (di 
K,=s—ÄA, K=s—At+o +: 
1 

1 1 1 
ae % B(, K+1), u 
E,=%'&4'''&, (>14), E,=1. 
 k* =max(l,%k,...,Ar). 

Beweis: Durch vollständige Induktion. Die Behauptung ist nach Lemma 3. 1 
richtig für 7 =0: 





1 Mm 
(s— 1)! b,**- 


Wir nehmen an, die Behauptung sei richtig für —1 (t<sT). 
Nach Induktionsannahme ist die Lösungsanzahl ZL,(m;) von 
m + +bm,+glm)+'''+8-ılm_-) =N — gm) 


bekannt, und zwar 


ee K-ı-% 
8,7) Lim) - aka um ron" ü, ). 





1 
Le“ + 0m. 





Die Lösungsanzahl L, von 
m + +bm, +g(m) + +glm)=N 
ergibt sich aus (3, 7) durch Summation über alle Möglichkeiten für m}. 
: {L.(m,)} 





0m sr) 


Die Eulersche Summenformel (Satz I, 1) gibt: 


k\K-ı 
) dz + O(1) 


k 


SE 1 . 
_1/N KR, _VN.1.eli 
= a fu era rom Va B(;,, Kıı +1)+ 00), 
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Fr 


nach Gröbner-Hofreiter (8), S. 179, Formel 1. Hieraus folgt mit (3, 8): 





Fl ( kn) 
N el Rn +4) +0 N 
Ei: E: ” A: { K, | Rı- r) 
Lemma 3.3: Seien g,(2) = a,’ ++ a,,, Polynome mit ganzen Koejfi- 
zienten vom Grade k, >0; sei ,, >0(t=1,..., T). Die Lösungsanzahl der diophan- 
tischen Gleichung 


in ganzen Zahlen m,,..., My Z0 ist dann: 
Er‘ Ar 





1 
(3, 10) L, ‚ner son). 


“s—-Tl-d---D 

Beweis: In (3,9) schaffen wir die niederen Potenzen als die k,-ten auf die rechte 
Seite und erhalten mit den Bezeichnungen von Lemma 3.2 für jeden Lösungsvektor 
My... My +. . My von (3,9) mit passenden positiven Konstanten c’ und c’’ die beiden 


Ungleichungen: 
1 


Don 
b,bm, + +b,m,+g(m) +" +gr(m) SsN+c-N w 
bzw. 


bım +" +b,m, + g(mi) + + gr(m7) >N—e'.N F 


Somit liegt nach Lemma 3. 2 die Lösungsanzahl L, zwischen den Grenzen 





Kane ErAr .( m, Ip)er ( #7) 
u N—c'-N +0O\N 
und 
ErAr { in 1- #7 ( “7-) 
ng + nf" Hole 
ist also gleich 
ala: ErAr , Kr ( “r-) 
TEEN -TK N +0 N - 


Nun können wir Satz II, 4 beweisen: 
Zu bestimmen ist die Lösungsanzahl Z von 
b,m, + + +b,m, + fi(m)) + +++ fia6) =N. 
Wir verwenden Lemma 3.3 und setzen mit den Bezeichnungen (1,1) und (1, 2) 
des Hauptsatzes für die g,(x) aus Lemma 3. 3: 
8(2) = film), .. 8,2) = I,(@). 
Dann ist 


B E,- A, 
"6 -Dlb---b 





. Nr 4 olw"*) 


L 
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Satz II, 5: Sei 
(3,11) e(N) = Rt! 3 
e ‚ ‚ rm, * "log m, : log mı : : - log m 
bmj +++ b,m, + /ı(m]) +++ f,(m,) N log u, g £ g n g r 
8, m; 2 2,..m) 2 


m 2... Mg + 


Dann ist 
neiog N 


L 
; 12 [7) N = «-k,.- k.’.’.kKk: 
(3,1 ) o(N) (log Nr + kı ka k, ( +0( log N )) b} 


wobei I, durch (3,2) gegeben wird. 
Beweis: Beschränken wir ein m, auf m, <N : (log N) "++", 6 =41,...,s oder 
1 ’ 
ein m; auf m; < Ni - (log N) HD ;=4,...,r, so ist die Lösungsanzahl von 
b,m, ERT b,m, >» f (mı) nee > },(m;) =N 
unter dieser einen Nebenbedingung offensichtlich kleiner als 
1 -(r+s+ „—(rt+s 
- (log N) "* "= O(L- (log N)“ a 
1 


Somit ist: 
1 
pritrnt en = 


o(N) = 2 
... +bam +1, (m}) +" +/,(m}) N 
1 


mg > N (log N) (r+s+l), m; > Nk;.(logn)—(rts+1) 
Diese Summe aber ist mit geeigneten Konstanten Cj3, C1a: 
i - 1 £ 1 
o(N)<L-]JI:; - En LM Tr rag — - 
lbgN —(r +s +1) loglog N ;. 2 log N—(r+s+ 1) loglog N 


o=|1 
j ” 
+0O(L: (log N) "**”) 


(log m, + logm, : logmi :--logm})"' +0 ee ' 


bim, + 


kı':-k, ( Cs ' loglog er en 
dh t Ya + O0 (L- (log N 

(log N’** log N (L- (log N) ) 
< (1 + Cu‘ loglog u; L-kı:-k, 
= log N (log N) 


Andererseits ist offensichtlich 
o(N) 2 5 n. ri... 
(log N) 


< 
= 4 


+ O(Li(log N) +”), 


Also ist (mit (3, 2)): 
3,4: MER Yin. WR he ME 7. Me 
(3, 13) o(N) => (s ei )! b, £ bb, E, Agı Agr (log N)r+s 
' loglog N 
( ® o( log N ) 
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6: 2 1 1 1 
letter) 


j-1 


4. Abschätzung in den Supplementintervallen. 


Wir setzen mit den in (1,1) und (1, 2) eingeführten Bezeichnungen: 


1 
(4, 1) P,= iv . a] (=1..,P, 
(4, 2) F,(«) =23 ‚e(& b,P.) (0 = 1,2,...,8), 
Pa: 5 
(4, 3) Fi(@) = Z e(x:f;(p)) 
»sP, 
(4, 4) F(«) = F,(a) *F,(@)-F(a)-*-F,(e). 
A sei eine feste Zahl, für die (1, 11) gilt. Somit ist jedenfalls 
(4, 5) A > (2k + 1) - 26%-2 (k = max (k,,..., kr)) 
erfüllt. Sei 


A T 
(4, 6) ER... >30 


N 
Dann ist die Darstellungsanzahl r(N) von N in der Form 

(1,8) N=bp+""+bp+hle)+ "+ Fh(pr) 
gegeben durch 


(4, 7) HN) = f Fle)-e(— Na) de. 


Das Integrationsintervall [— ©,, 1 — w,] teilen wir in bekannter Weise (ausführlich 
dargestellt z. B. in Prachar (18), S. 182f.) in Basis- und Supplement-Intervalle ein: 


Jedem Bruch “ mit (a,g)=1,0 <a<g und 0 <g<log“ N ordnen wir als 


Basisintervall das abgeschlossene Intervall 


a,q 


(4, 8) m, = - — ds, - + © 


zu. Da N als hinreichend groß vorausgesetzt ist, berlappen sich die einzelnen Basisinter- 
valle nicht. Die Vereinigung der M,, bezeichnen wir mit 


z > 


1<g: log! N 0sasg-1 
(a,Q)=1 


Den Rest des Intervalles [— ©,, 1 — ®,] nennen wir die Supplementintervalle m, also: 
m = [— 0,1 — 9) —M. 


Wir bemerken: Ist «€ m, so gibt es ein Zahlenpaar a,g mit (a,g) =1 und 
| AN 
A log ” ist (Prachar (18), S. 184). 


AN .- we u, N | we; 
log'N <q = N -log”” N, so daß |« al gN 


Es ist also: 
logiN g-ı 
(4,9) r(N)= [Fl(a)-e(—No)da+ 2 8 [ F(a)-e(— Na)da. 


m q 1 a=0 Vea,g 
(a,g)=1 


Wir schätzen nun das Integral über die Supplementintervalle ab. 
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Lemma 4.1: Ist «€ m, so ist: 
1 


(4, 10) | Ze(« ho) = |Fi(a)| < N - (log N)" mit A, — 
Pp2#, 


DE. (Ak + 4) 
A 
(4, 11) B> „etab,p) | <N-logN-(logN) ?”. 


»s; 


Beweis: Satz I,6 bzw. Satz 1,5. 


Lemma 4. 2: 
1—-o, N 
FIR: Fat) |da = 0 (vor) 
Beweis: Mit der Abkürzung z(N) = 51 gibt die Cauchysche Ungleichung: 
psN 
N 
lem): 


1 re —— 


[File - Fy(e) Ida <Yf|Fıl?da- [| F,]? da =)» (3) Ba 


Aus Lemma 4.1 und 4.2 folgt sofort 
Lemma 4.3: 





N 


1 A e 
(4, 12) Fo et— No) da] =0 {N ur "Hr. (log N) un 7\ . }. 


Beweis: 


re e(— Ne) da| < max |F,(«) -*- F,(«) - Fi(®)---F/(a)|- "Ir, -Fylde. 


sem — 


5. Approximation in den Basisintervallen. 


Lemma 5.1: Sei f(x) = a,x# + a,a#-!+ +++ a, ein Polynom mit ganzen Koeffi- 
zienten vom Grade k ZA. Sei au, > 0. Wir setzen: 


5,1) = (2,1) 


k 
(5, 2) F(&, P)A=23 e(«:f(p)), mü P ai ®| 
psP Vz. 


Sei 
log‘ N 


(5, 3) EM, alsoa= = +B mit (9) =1, |Bl< = Ay und 0<g<log‘N. 


Dann ist mit einer Konstanten c, > 0 
Wut z e(ßf(m)) ’ y AN. „1/log N 
(5, 4) Ar +B, P) = ee pi m +0(g:N*log“ N exp (—cı P ) s 
Speziell ist für f(x) =b' x, aEeM,,; b>0 ganz: 
N 


nm Delb).  e(bBm) 
u Au 2: 4 9(q) 2, log m 





+0 (g: N log‘! N - exp (— c, -Vlog N)). 


N 
a7 


Dabei ist D,(b) durch (2, 2), », durch (4, 6) gegeben. 
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Beweis: Auf Grund des Primzahlsatzes Satz I, 4 gilt für3 sQ@ <P: 


59 F.(2,0) -{ Z2+2 }e(4 Ip) = 00) + 2e(2 12) 210: 9,2) 
Dd>ı D@gd=1 (g)=-1 


_MWast, z _A Bi ‚1718 N 
7 Zimt 0le r op (4 % k )) 


wegen |W,.,| = g- Sei 


(5,7) 8(B, f, P) = 





5 (fm) 


=, logm 


Nach dem Additionstheorem Satz I, 3 ist 


86,1, P) = 80,1, P)- (ft) — Zip: Fe(Ha)- 7 104m de 


und 
Fe(4+B,P) =Fe(£, P)-e@n)—2miß- fet@)r@- 2e(E-1W)) a: 


Somit wird unter Benützung von (5, 3) |$| < », und (5, 6): 


large] ol ren yR) 


+2x-|l- fe era) re | Zelt tn) Ti Em 


/ Y(q) m=2 
=0 (9: P-1og‘ N exp (-a] =”) . 


Für (5, 5) beachtet man noch, daß nach (2,7) D,(ab) = D,(b) wegen (a, g) = 1 ist. 


Lemma 5.2: Sei (4,1) P,= al je1,. 


B-{bm +: ‚+ dam + fılmi) +» + fm) 


log m, : : :logm, : logmı » ig m; 





5,8) &ı = 


Für «EM, also «& + ß mit |ß| < w, ist dann 
I Du) Was 
eo)‘ (ld) 

1 1 |. 
+0 (v" HI. (log N) "+"+!. log” N exp (- 4° =) 


mit k* = max (1,k,,...,%,). F(«) ist durch (4, 4) gegeben. 


Der Beweis folgt unmittelbar aus Lemma 5. 1 unter Beachtung der aus (4, 2) und 
(4,3) folgenden trivialen Abschätzungen: 


N i | I 
|F,(«) | -O(kon); File) | BE 


2ı 





69 F(@ +) = 
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Lemma 5.3: Der Beitrag w(a,g) eines Basisintervalles zu r(N) (vgl. (4, 8)) ist: 
(5, 10) w(a,g) = w*(a, q) 


1 1 
= s+n)+1 


+o(n a. ot =) 


dog)" exp (cr) 
mit 
(5, 11) w*(a,g) = (p(9)) 


Dabei ist D, durch (2, 3), W,,, durch (2,2) und 2, durch (5, 8) gegeben. 


8 r \ +@ 
- II D,(b,)- II Wann’el—4 . N) -f Zıre(—BN)dPp. 
o=1 j=1l 


7 


-(r+5s) 


Beweis: Mit der Integralsubstitution $ = « — : und Lemma 5.2 erhält man: 


a 
+ 


w(a,g) = A F(«)- e(— Na x) d 


[273 


q 


II D,(b.) . n Wuat, . ; r 
Fe ee dB: e(— 4: N) 
ra, J RB 


1 1 


+++ n-(@+n+ 2A 17 log N\ log! N 
Ho (nt og et nen (oa BER) ei) 





Lemma 5.4: Sei2 <t<s. b,,...,b,seien ganze positive Zahlen mit (b,,...,b.) =1. 
Wir setzen: 





_ 2% e(&m) 
(5, 12) g(x,Q) a“ „logm . 
Für 0 <|ß|<(2-b,b;* db.) ist dann 
(5,13). 12 (8,7) < min( 4 23), PR TIER? N 
be} | Ib:B| 
Für (2- bb bu)" <|PB| < r ist 
145 N\| 5 
(5, 14) le (9.8, ;.)| < 22. Nt-1.JogN. 
|r=1 T 


Beweis: Es ist nach Vinogradov (28), Chap. I, Lemma 6 


„Z.em) |< min in (57,70) @>2. 


| m 


Durch Abelsche Summation . I, 2) folgt nun: 





d 
\g(&,Q)| Se ER e(a«m) + If SZ m; zlloga| 





: 1 1 1 1 
So mm (4 ; ) + min ( ; ir o) < min (, 12 ) 
m minor) + minlaran»e) (m2 ng Te” 
woraus (5. 13) unmittelbar folgt. 


Um (5,14) zu beweisen, folgen wir Richert (19), Lemma 12. Zu jedem £ aus 
(2b, ww 5 5| gibt es a und qg mit (a,g) =1,2<g<logN, 1<sa<ig, so daß 








u — ah 


I: 
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Weil N als genügend groß vorausgesetzt ist, und weil 5 z2ßZ(2b,**-b.)-! ist, so 
tritt weder die Möglichkeit a= 0 noch qg =1 bei der Fareyzerlegung des Intervalls 


ie auf. Somit ist b,ß an. . (r=1,..t) mit || si 


2 q g:logN’ 
Den Kongruenzwert a-b,=f, mod g bezeichnen wir mit f,, und es ist 0. B.d. A. 
0o<f,sg—1. Also wird: 














b, 
1a B11 = |% + en] - 
Weil N als genügend groß vorausgesetzt ist, folgt: 
1 
1 1 Bi 
16.0-’(eN"|=7,- 
Somit gilt, falls 1<Sf, <g—1 ist: 
k b,O 1 
ri En _ 
% q "olgN ” 2 rs 
also 
| fr + 9 | > 1 
Ig  glogN || 7 2q' 
also 
| fr b.® I" 
|=Z+ | s2g<2-lbeN füri < —1. 
a *glgm| == lg ade 


Ist f, = 0, so haben wir 
|< N/br j 
E (.8.,,)|= <7 - Z|e(mb,ß)| <2N. 


m=?2 


f, = 0 ist wegen a-b,=f, mod g und (a, g) = 1 gleichbedeutend mit g|b,.1<sf, <q —A 
ist gleichbedeutend mit g+b, (r=1,...,!). 


Weil (b,,...,5.) =1 und g 2 2ist, so kann g höchstens in t— 1 der Zahlen b,,...,b: 
/ 
aufgehen, also kann wenigstens ein g (BB, r) durch 2-log N abgeschätzt werden, 





woraus (5, 14) für (2b, 5b)" <ß< x folgt. Für u <ß<—(2b,:--b,)"" ver- 
läuft der Beweis analog. 
Lemma 5.5: Es ist 
1 1 
+0, 
Beweis: a) Für r 21 ist mit &, = u -log‘ N und B, =yr (2b, b,)”" 


N % | 
2<2- [| mjaa<2-| + \im-e-amla 


< [Folläreed)]- 


Journal für Mathematik Bd. 205. Heft 1/2 6 





1s(58,,) nlaB= 2-4 


jlo=1 
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mit 
e(ß - {fı(mı) u ie: Amz)}) 
log mı » 2. m; 





2, = R = 
2Sm; sPp,ü=1 OERR rn) 


Die triviale Abschätzung von 2, gibt: 


1 1 
+. 
k, 


|2,| < (dog2) "- N 


Nach Lemma 5.4 (5, 13) mit t = s ist in [o,, (25, * * + b,)-"] 





11 &(6.8. Also 01a" 





o=1 
und 
B, =t ®—— an = 
[IB ag = 0(N’" (eg) “""), 
also wird: 
Pa ah 
Jı< 4(s—1) 
(log N) 


Nach Lemma 5. 4 (5, 14) ist in 23, dh), 3 wegen (b,,...,d,) =1 


s—1 


ue(u5)|<2- N log N, 


o=|1 





somit wird: 


H— 


J,< 2. '10gN | |2,| dB <!-N'"logN- S 2, |? ap. 
B 
Nun ist 
z,=- e (B{fılmi) + + fr(m;) — hm) 0. —htan}), 





log mı * -logm; -lognı log, 


Beachtet man, daß 
2 1 füru=0 
J e(Pu) dß = F für u #0, u ganz, 


ist, so sieht man, daß J, durch (log2) ?"- L’’ abgeschätzt werden kann, wobei L” die 
Lösungsanzahl der diophantischen Gleichung 


him) + +hm)Shln)+ th) @sm,n<P, 
ist, und diese ist offensichtlich 
1 1 1 
a PER 2 ya = 2 he 
Hieraus folgt für r >21: 


1 1 1 
14 + u 4 ober 
„N HUT .jog N. 


b) Fürr=0,s2>23 ist 


B= th. 


z<s2- fa: e(— BN)|dß +2: ji 








u s(b. ß; 5) 
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Wie unter a) ist 
N®-! 


og MR 


Um J, abzuschätzen, zerlegt man das Intervall 





B, 3 in höchstens (log N)? Teilinter- 


valle i,,,: Zu jedem ß € [2 2) gibt es nämlich ein a und gmit (a,g)=1,2<sg<slogN, 


1 
3 Ss, glog N 
Aus dem Beweis von da 5.4 (5, 14) geht hervor, daß in jedem dieser Intervalle 


i,, wenigstens für ein e (6. ß, .): etwa für e(b. ß, .) gilt: 


1sa<g, so daß ist (vgl. den Beweis von Lemma 5. 4). 








I8(0.6. n) <2:-logN, 


a En | 


2 En EEE 
2)| dB <2-logN- VL”, 


also ist 


sel) 


ia,g! 














rn 


wobei L'’ die Lösungsanzahl der diophantischen Gleichung 





o=1 o=1 
00, 0+0, 
ist. Wegen 
L'" = 0 (N%#-3-ı1) 
folgt L 
[| ms(u5.7)\a0< N "en, 
a,q o=1 o 
und 


Lemma 5. 6: 


Dub) Wars, 
.ei— IN] :otN 
Far“ ( ) er 


0 P* Find Tl jog ni +!-e+n log N 
m "-((log N) ‚exp -aV$- k* 


ar (b,) * I Waas 
Fra )} 





5,14) w(ag= 





+ (log N)“ 
Beweis: Es ist nach (3, 41) und (5, 8) 
+t 
ein) = J Eıret—BN) dB. 


Unter Beachtung von Lemma 5.3 und 5.5 folgt hieraus unmittelbar die Behauptung. 
6* 
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Lemma 5.7: Der Beitrag W aller Basisintervalle zu r(N) (vgl. (4, 8)) ist: 
= 2 3 w(a,g)=6&(N)-e(N) 


1<SgsiogiN 0sasg-i 
(a,g)=1 
1 1 
8 


+0 (wart (gogm”* + om"). 


Beweis: Zunächst ist nach (2,10) 77 D,(b,) =O(1) und nach Lemma 2.1: 
o=1 


I IWa,| =0 („) i k = max (k,,.. ., kr). 
j=-1 


Die Aufsummation der Fehlerglieder in Lemma 5. 6 gibt mit k* = max (1, k): 


log N g—1 


PER DOT 75 H-64n4 log N 21 
— o(n ” *r . ((log N)‘ . exp b- | ver) . 


1 a=0 
(a,g)=1 


2 ER 1[ rc u © 2 log N 5. l+e 
-ols "a" ang m rt apl—a “tg 14 ") 


get gr 
ee er 
-O\N kı *.(logN) "), 


denn es ist 


exp (— Cı VE) = Ollog”** N). 
Weiterhin ist nach (2,3) und (2, 7) 


logÄAN q-1ı I Dalbo) ' I Want; 


= 3 Fat 


(a,g)=1 


a log4 N 
(N) = 5 AIN,g. 
-1 


10g4 N 


Setzen wir zur Abkürzung & (N) = $ A(N,g), so ist nach (2, 12) 
q=1 


BR} 
|S(N)— &(N)| =0O ((tog N) a) ; 
Wegen (3, 13) 


1 
s-l1+— 


1 
em =o(n > (log m)" "*°) 


folgt das Ergebnis. 
Hauptsatz: r(N) = &(N) - o(N) 


wat.) ,E a 
+5+ "7. (log N) “+2. (log) 


+o(n s4r-Ar- 6940-3 
4A 


4 (log Bl © (log m#)) 


ah 


1 
Per S(N) Z o(N) a olx „+ gr , (log Baal b (log m®), 
wobei 


B = min [Ms +) +3 + Ar + 76-2; A—(s+r); ni. 
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mut 
A,=4A:'22%-(4k+4A), k=max(k,.-..‘), k* = max (l,k) 

ıst. 

Dies folgt sofort aus Lemma 4. 3 und Lemma 5.7. Mit Satz II, 3 bzw. II, 3’ und 
Satz II,5 (3,43) und den Voraussetzungen über A folgt der zu Beginn des II. Ab- 
schnittes formulierte Hauptsatz. 

Wir können nun durch Spezialisierung verschiedene — meist bekannte — Ergeb- 
nisse erhalten. 

Korollar II, 1: Jedes hinreichend große ungerade natürliche N ist in der Gestalt 
N=p,+ ps + pi darstellbar (Hua (12), v. d. Corput (1) und (3); vgl. auch v. d. Corput (2)). 

Spezialfall k = 1: Jedes hinreichend große ungerade N ist in der Gestalt N =p,+ Ps+Ps 
darstellbar (Vinogradov (24); leicht lesbare Darstellungen bei Estermann (7), S. 52—67 
und Prachar (18), s. 177ff.). Die Lösungsanzahl r(N) ist 

n'** 


| 144 -)) 
(log N); +O\N -loglog N - (log N) 


r(N) = -S(N)- 


Er 


q 
&(N) = 2: = F e (- we — N). 
et Gar 
(a,g)=1 (z,0 =1 
Korallar II, 2: Jedes hinreichend große natürlich Nmüu N=s+a,,+ "+ ay mod 2 
ist in der Gestalt 
N=p+'+p +taıPr + +a,pr (k 22, 0, > 0, i=1h..„r 


darstellbar, fallss Z2undr Zi ooders = 3 ist. Die Lösungszahl r(N) ist: 


r(N) = ur «)) N“ 3:- n role ‚Joglog N 


r(s+ 5 ar Tr 


(log N)’** log N 


= =tIU)an s=1 j=-l z=1 
(ag=1 Zn= 


sm=-z W_.z n( B> (-a,#))-e(-42). 


Beweis: Auf Grund des Hauptsatzes mit (3, 13) muß nur noch gezeigt werden, 


1 rG 
daß (s— 1)! E} k, EB een ug 4 ist. 
Dabei ist nach Satz II, 4: 


r—1 
— JIE* mit Et = 


j=0 
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r —1 r ie ! 
u 28. (+ -F(s)- Iris + BETT. BI 
kr k k k" k r ( r ) 
s.+7 
k 
Korollar II,3: Sei N hinreichend groß, s=3,b,>0, ganz, (o=1,...,s), 
N=b,+'':+b,mod2, (b,..„5)=4A und N zu je (s—1) der b,(o =1,...,s) 
teilerfremd. Dann ist N in der Form 
N=bp+'''+bPp 
darstellbar (Richert (49), der jedoch neben N=b,+'':+b,mod2 und s>3 die 
stärkere Voraussetzung (b,,b,;) =1 für i #7 hat). 
Anmerkung: Läßt man statt Primzahlen p;,...., p; im Hauptsatz natürliche Variable 
£1y ++, & zu, so erhält man für die Darstellungsanzahl r(N) von N in der Gestalt 
N=p+'''+ps+ file) +°°°+ fr(&) (mit den Bezeichnungen (1, 1)), 
falls s >2undr Zi oders >23 ist: 


m 





m x ur a ee ah 
r(N) = &(N) (og) + (nv R (log N)s+1 
Dabei ist: 
BR 4 1-14 t 42 
u H En " 
a1 dor 





m © 8 q 
Sm = Bi)  _--. S, e( <n), 
ie er Fe 
(a,g)=1 
wobei 
. a 
Sa -z e ( £ 1,(a)) 
ist. Speziell erhält man für f,(x) =: = f(x) = a? Teile der Ergebnisse von Halberstam 


(9) bzw. G. K. Stanley (23) bzw. Zulauf (29): Die Anzahl der Darstellungen von N in 
der Gestalt 


N=p+'+p tät: +, 
wobei s>2 und r 21 ist, ist: 


14 2 


N 


r(N) = SM) ! logiy 





z] (logN" logN /' 


Für genügend großes N ist r(N) >0. 
Für die Darstellungsanzahl von N in der Gestalt 
N=p,ı+Pps+ x* (k ganz, k>1) 
erhält man: | 
+ 


m k = 
m =&m: tn +0|0*? 10802 0 Ele) 





+1 Io N 











—— 
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F 





mit 





Terre 


a,q 
Dieses Ergebnis hat ebenfalls Halberstam in (9) bewiesen. Die Darstellbarkeit wurde 
schon von v. d. Corput (3) untersucht und ist auch in v. d. Corput (2) enthalten. 
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Über Winkel- und Transitivitätseigenschaften 
in Kreisebenen'')’). 1. 


Von Walter Benz in Mainz. 


W. Süß befaßt sich in [15] mit einer axiomatischen Begründung der klassischen 
Möbius-Geometrie und hierauf fußend mit einer topologischen Kennzeichnung der linearen 
Abbildungen auf der Kugel). Er geht aus von einer Kugelfläche F, einem System f einfach 
geschlossener Kurven auf F — genannt Kreise — und einer Gruppe T von indikatrix- 
erhaltenden topologischen Selbstabbildungen von F. (Hieraus folgt nach einem Brouwer- 
schen Fixpunktsatz, daß jede Abbildung von T wenigstens einen Fixpunkt besitzt.) Die 
Gruppe 7 wird dabei als minimal dreifach transitiv auf den Punkten von F voraus- 
gesetzt; sie soll weiterhin nur Kreisverwandtschaften enthalten und schließlich dem 
Azxiom der Winkeltreue*) genügen: Haben zwei Kreise x und x’ einen Punkt s gemein, 
und liegt der Punkt a +s auf «', so führt jede T-Abbildung, welche x in sich selbst 
überführt und dabei die Punkte s und a einzeln festläßt, auch x’ in sich selbst über. — 
Süss entwickelt eine Theorie der Winkelvergleichung, die er für einen Beweis des Satzes 
von Miquel benutzt und die überhaupt die wesentliche Grundlage seiner Argumentation 
ausmacht. 


Die vorliegenden Untersuchungen beschäftigen sich mit einem ähnlichen Problem- 
kreis, allerdings auf allgemeinerem geometrischen Fundament: Dies ist bei uns eine 
Möbiusebene ([5]), gelegentlich eine [4 ]-Ebene ($ 1), d. i. eine (spezielle) Kreisebene, in 
der nicht notwendig der Berührsatz zu gelten braucht. Die folgenden Resultate werden 
vorgelegt: 


Im $2 kennzeichnen wir die Existenz einer dreifach transitiven Gruppe T von 
Kreisverwandtschaften, die dem Axiom von Süss genügt — eine solche Gruppe ist not- 
wendig minimal dreifach transitiv auf den Punkten (vgl. Satz 3. 2) — durch eine Winkel- 
vergleichung (d.i. eine zweistellige Relation auf der Menge aller Kreiswinkel), deren 
wichtigste Eigenschaft (bis auf Entartungen) lautet: 


1) Die vorliegende — in zwei Teilen veröffentlichte — Arbeit wurde von der naturwissenschaftlichen 
Fakultät der Johannes Gutenberg-Universität Mainz als Habilitationsschrift angenommen. 

2) Auszüge der hier mitgeteilten Untersuchungen wurden vorgetragen im Mathematischen Kolloquium der 
Universität Freiburg (Brsg.) am 22. 2. 1958 und im Mathematischen Kolloquium der Universität Frankfurt a. M. 
am 10. 7. 1958. 

3) Hinsichtlich topologischer Kennzeichnungen lediglich der linearen Abbildungen auf der Kugel vgl. man 
die weitgehenden Untersuchungen von Kerekjarto [11]. 

#) Wir werden dieses Axiom im folgenden stets zitieren als Ariom von Süss. Unter dem Aziom der Winkel- 
treue verstehen wir Eigenschaft IV in $2. 


























Benz, Über Winkel- und Transitivitätseigenschaften in Kreisebenen. 1. 


Gegeben seien zweimal je sieben verschiedene Punkte 


Zu Zn: UN Yu Yan + Ya 
mit 
z$E= (2,2,2,) und y;$n= (yıy.Yy;) für i = 4,5, 6,7. 
Gilt dann 
(E21 222); 23) = (n(YıYyaYı); Ye) 
und 


(&(21232.); %3) gu (n(yıYy3Yi); Ys) 
für i = 4,5,6,7, so folgt die Winkelidentität 


((2,25%%) (2,2525); 24) ar ((YaYs Yo) (Yy1YsY.); Yyı)- 





Bemerkenswert ist, daß diese Winkelvergleichung keineswegs den Peripheriewinkel- 
satz zur Folge hat, ebenfalls nicht den Satz über den Sehnentangentenwinkel, auch nicht, 
daß sich zwei Kreise «, ß mit |« n ß | = 2 unter paarweise gleichen Winkeln schneiden. 
Jede dieser Eigenschaften erzwingt nämlich die Kommutativität der Winkelgruppe ®, 
zu der sich die Menge der Klassen gleicher Winkel zusammenfassen läßt ($ 3, Satz 3. 3); 
wir geben indes ein Beispiel einer Möbiusebene mit Winkelvergleichung der genannten 
Art, in der ® die symmetrische Gruppe ©; ist (Satz 3. 5ff.). Damit ist die von Smid 
[14], $ 25, in spezielle Möbiusebenen eingeführte Winkelvergleichung wesentlich ver- 
allgemeinert: Die von Smid betrachtete Winkelvergleichung (die sich auf alle die von 
v. d. Waerden und Smid in [17] begründeten Geometrien ausdehnen läßt (s. [4], Sätze 4 
bis 8 in Verbindung mit Satz 20)) genügt stets dem Peripheriewinkelsatz und dem Satz 
über den Sehnentangentenwinkel. Die in den genannten Fällen ebenfalls erfüllte Eigen- 
schaft (aß; p) = (ßa; g) für an ß= {p,g}, p #9, (s. [4], Satz 9 in Verbindung mit 
Satz 6), die bei uns nicht notwendig gilt, reduziert sich im Vorliegenden auf den folgenden 
Sachverhalt (Satz 3. 6): Es existiert ein involutorischer Antiautomorphismus 9—> 9 von 
® auf sich derart, daß aus (aß; p) = 9 stets (Pa; g) = 9 folgt für verschiedene Kreise 
&, ß, die sich in verschiedenen Punkten p, qg schneiden. — Daß der Antiautomorphismus 
9 > 9 involutorisch ist, kann man sich zur Verpflanzung eines vorgegebenen Winkels in 
irgendeinen vorgegebenen Punkt zunutze machen ($ 3). 
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In Teil II dieser Arbeit studieren wir in $ 4 Möbiusebenen, die eine minimal dreifach 
transitive Gruppe T von Kreisverwandtschaften besitzen. Tits kennzeichnet in [16], 
S.206ff., minimal dreifach transitive Substitutionsgruppen auf einer strukturlosen 
Menge E durch eine (mit zwei Kompositionen versehene) algebraische Struktur, die wir 
Titsfeld nennen (s. $ 4). Jeder kommutative Körper ist Titsfeld; es gibt eigentliche voll- 
ständige Fastkörper (s. Zassenhaus [19], Tits [16]), die ebenfalls Titsfelder sind ®). — 
Wir führen den Begriff der quadratischen Erweiterung 8, eines Titsfeldes 8, ein (vgl. $ 4; 
hier sei nur die wichtigste — der Definition einer quadratischen Erweiterung zugrunde- 
liegende — Forderung genannt: Zu je zwei Elementen z, k € £,— &, gibt es Elemente 
«,ß aus 8, mit z= (x + k) ß), wir führen ferner den Begriff des Doppelverhältnisses 
ein als einer jedem geordneten Punktequadrupel a,b, c,d (bestehend aus mindestens 
drei verschiedenen Punkten) zugewiesenen 7-Invarianten F | € 8, u {oo}; dabei ist & 
ein Symbol, mit dem in bestimmter Weise gerechnet wird. Dann zeigen wir: Gegeben sei 
eine Möbiusebene Z und eine minimal dreifach transitive Gruppe 7 von Kreisverwandt- 
schaften von &£. Dann gibt es ein Titsfeld &, und eine quadratische Erweiterung 8, von 
K, derart, daß die Menge ® der Punkte von 2 identifiziert werden kann mit $, vermehrt 
um ein Element oo, daß der Kreis durch die drei verschiedenen Punkte a, b, c gegeben 


ist durch 
ab 
F | ER, U {9} 


(D) (abe) = [2 
und daß schließlich die Abbildung aus 7, die die verschiedenen Punkte a, b,c nach- 
einander in die verschiedenen Punkte a, b, c überführt, gekennzeichnet ist durch <> x 





1 6 
mit ” | = F A ), Ist umgekehrt $, ein Titsfeld und ist 8, eine quadratische Er- 


weiterung von $,, so entsteht eine Möbiusebene, die eine minimal dreifach transitive 
Gruppe T von Kreisverwandtschaften besitzt, wenn man $, u {oo} als Punktmenge 
definiert und die Kreise vermittels (D) einführt. Dabei ist 


Be} [e 9a) BE 
7 1 für 
d —— nn ‚se zZ Bar Ai ' 
Ki | [(e — a)’ a (b 2235 a)'] [(d a) (b a) ] a= oo, 
wo aa’ ein spezieller involutorischer Automorphismus der (s. $4) multiplikativen 
Gruppe von 8, ist. 


Im $ 5 untersuchen wir Möbiusebenen, die eine dreifach transitive Gruppe 7 von 
Kreisverwandtschaften besitzen, die dem Axiom von Süss genügt. Es handelt sich also 
genau um die Möbiusebenen, die im $ 2 durch eine Winkelvergleichung charakterisiert 
werden. Wir zeigen (Satz 5.1), daß das Axiom von Süss gekennzeichnet ist durch die 
Forderung, daß die multiplikative Gruppe 8* von 8, Normalteiler der multiplikativen 
Gruppe &$ von 8, ist. — In Satz 5. 1 wird weiterhin gezeigt, daß die Winkelgruppe ®% 
isomorph zur Faktorgruppe K#/®# ist und die Winkelvergleichung in üblicher Weise 
durch Doppelverhältnisse induziert wird. 





5) Alle minimal dreifach transitiven Substitutionsgruppen auf endlichen Mengen gibt Zassenhaus schon 
1936 an [18]. — Petkantschin untersucht auf beliebigen Mengen minimal dreifach transitive Substitutionsgruppen 
mit (im wesentlichen) der weiteren Forderung: Zu vier verschiedenen Elementen a, b, c, d gibt es eine Substitution 
der Gruppe, die a mit b und die ce mit d vertauscht (s. [13]). 

%) In der Bezeichnung von [4] liegt ein «ßy-Quaternar vor. 
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Eine gewisse Endstufe nehmen die Möbiusebenen über einem euklidischen Körper 
ein (vgl. $ 6)?). Diese Möbiusebenen, wir nennen sie euklidische Möbiusebenen, gestatten 
bezüglich einer ausgezeichneten affinen Ebene einen Entfernungsbegriff mit weitgehend 
gewohnten Eigenschaften (s. $6); z.B. gilt gegenüber diesem Entfernungsbegriff der 
Sekantentangentensatz. Im $6 kennzeichnen wir die euklidischen Möbiusebenen: Süss 
verfügt auf Grund eines Brouwerschen Fixpunktsatzes — wie schon früher gesagt — 
über die Tatsache, daß jede Abbildung von 7 wenigstens einen Fixpunkt besitzt. Diese 
Eigenschaft gilt nicht in allen in $ 2 betrachteten Geometrien. Wir zeigen nun: Sei & 
eine Möbiusebene. Dann sind folgende Aussagen äquivalent: (1) & gestattet eine minimal 
dreifach transitive Gruppe T von Kreisverwandtschaften so, daß jede Abbildung r von 7 
wenigstens einen Fixpunkt besitzt. (2) &' ist euklidisch. 


Im $7 verzichten wir auf die Gültigkeit des Berührsatzes in der jeweils zugrunde- 
liegenden geometrischen Struktur. Wir zeigen den Satz: Sei Z£ eine Kreisebene, in der 
durch drei verschiedene Punkte genau ein Kreis geht, in der jeder Kreis wenigstens drei 
verschiedene Punkte besitzt und in der es wenigstens einen Kreis gibt. Gestattet dann £ 
eine minimal dreifach transitive Gruppe von Kreisverwandtschaften, von denen jede 
wenigstens einen Fixpunkt besitzt (man erkennt sofort, daß die Ausgangslage von Süss — 
schon diejenige ohne das Axiom von Süss — in der vorliegenden enthalten ist), so gilt 
in Z£ der Satz von Miquel. Weiterhin genügt 7 dem Axiom von Süss (es ist also bei Süss 
entbehrlich; entbehrlich natürlich auch — was besonders hervorgehoben sei — zum 
Beweise des Satzes von Miquel). Eine Beschreibung dieser Geometrien mit Hilfe von 
Doppelverhältnissen schließt sich an. 


$ 1. Grundbegriffe. 


Eine Menge ®, in der gewisse Teilmengen — genannt Kreise — ausgezeichnet sind 
heiße Kreisebene. Die Elemente von ®, die wir mit kleinen lateinischen Buchstaben 
a,b,c,... bezeichnen, werden Punkte genannt. Kreise geben wir durch kleine griechische 
Buchstaben «,...,£ wieder. 


Die Kreise «, 8 heißen gleich bzw. verschieden, wenn die Teilmengen «, ß von ® 
gleich bzw. verschieden sind. Der Kreis « berührt den Kreis 8 in p, wenn « und ß ver- 
schiedene Kreise sind und «n ß = {p} ist. Wir schreiben dann auch an ß =p. 


Statt p€ « benutzen wir die üblichen Redewendungen: Der Kreis & geht durch 
den Punkt p, der Kreis « enthält den Punkt p, der Punkt p liegt auf dem Kreis « usw. — 
Die Punktmenge p,g,r,... heißt konzyklisch, wenn sie insgesamt einem Kreise x an- 
gehört. 


Unter einer Kreisverwandtschaft r einer Kreisebene Z£ verstehen wir einen Auto- 
morphismus der Struktur (®; «, ß,...), d.h. eine eineindeutige Abbildung p— p” der 
Menge der Punkte p von Z auf sich, die konzyklische Punktmengen in konzyklische und 
nicht konzyklische Punktmengen in nicht konzyklische überführt. Hintereinander- 
schaltung zweier Kreisverwandtschaften r,, ,, P>p"'”, ergibt wieder eine Kreisver- 
wandtschaft. Die Menge der Kreisverwandtschaften einer nichtleeren Kreisebene Z, in 
der es wenigstens einen Kreis gibt, bildet eine Gruppe M(Z), die wir die Möbiusgruppe 
von Z nennen. Kreisverwandtschaften bezeichnen wir i. a. durch o, o, r, v. Die identische 





?) Über die Rolle der euklidischen Körper in der Geometrie vgl. man Baer [2] und [3], S. 144, Hoffman [10]. 
Die von Ewald [8] begründeten Möbius-Geometrien sind, wie in [6] gezeigt ist, genau die euklidischen Möbius- 
ebenen. 


7+ 
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Kreisverwandtschaft wird durch v (oder 1) bezeichnet. Statt a’ = a’, b"=b',... schreiben 
wir auch (a, b,...)"= (a’,b',...). Den Bildkreis des Kreises « gegenüber r bezeichnen 
wir gelegentlich durch «’. Kombinationen «= ß, p'=q,... kürzen wir ab durch 
(x, p,.-.)"= (ß,g,...). Bei dieser Bezeichnung kommt es also auf die Reihenfolge der 
Elemente «, p,... bzw. ß,g,... an. 

Unter einer [H]-Ebene, [H]-Kreisebene, verstehen wir eine Kreisebene 2 mit den 
Eigenschaften: 

(H 1) Durch drei verschiedene Punkte geht genau ein Kreis. 

(H 2) Jeder Kreis enthält wenigstens drei verschiedene Punkte. Es gibt wenigstens 

einen Kreis. 

Wegen (H 4) können wir einen Kreis durch drei verschiedene seiner Punkte kenn- 
zeichnen. Sind also a,b, c verschiedene Punkte des Kreises x, so schreiben wir auch 
(abe) = x. Ist r eine- Kreisverwandtschaft, so bezeichnen wir den Bildkreis von (abe) 
gegenüber r durch (abec)'. Sind also p, q, r irgend drei verschiedene Punkte des Bildkreises 
(abc)*, so ist (abc)" = (pgr). Diese Schreibweise ist zu unterscheiden von (a, b, c)" = (p, q, r), 
die ja a’ = p,b"=g,c"=r besagt. 

Vorgelegt sei eine [H]-Kreisebene. Dann wollen wir das geordnete Kreispaar zweier 
sich mindestens in einem Punkt schneidender Kreise «, $# und einen Schnittpunkt s 
derselben einen Winkel, («ß; s), nennen. Ist t€ x" ß und t +, so ist der Winkel («ß; t) 
von (xß; s) zu unterscheiden. Weiterhin zu unterscheiden von den bisher angeschriebenen 
Winkeln ist (8x; s) und entsprechend (ß«; t). Sind «, $# Kreise und ist s ein Punkt, so 
wird das Symbol (x; s) nur verwendet, wenn s&E an ß ist. 

Eine zweistellige Relation auf der Menge aller Winkel einer [#]-Ebene 2, hier 
„=“ geschrieben, heiße eine Winkelvergleichung „über“ („auf‘‘, „in‘“) 2. 

Mit den im Vorstehenden eingeführten Winkeln sind im klassischen Falle die 
orientierten Kreiswinkel gemeint: Man versieht also eine Kugel mit einer Indikatrix und 
nimmt für («ß; s) den der Größe nach eindeutig bestimmten Winkel modulo x, der in s 
längs der durch die Indikatrix gegebenen Orientierung vom Kreis « zum Kreis ß führt. 

Eine Kreisebene heißt Möbiusebene (s. [5]), wenn gilt: 

(1) Durch drei verschiedene Punkte geht mindestens ein Kreis. Sind «, ß, y ver- 
schiedene Kreise mt |anßry| 22, sogütanß=Pry=yna. 

(2) Zu einem Kreis x, einem Punkt p € x und einem Punkt q$ » gibt es genau einen 
Kreis A3p,q müinx=p. 

(3) Jeder Kreis besitzt wenigstens einen Punkt. Es gibt vier verschiedene Punkte, die 
nicht gemeinsam einem Kreise angehören. 

In einer Möbiusebene besitzt jeder Kreis wenigstens drei verschiedene Punkte 
(s. [5). 

Echt stärkere Möbiusebenen sind die Kreisebenen, die den Eigenschaften (2), (3) 
genügen und statt (1) der Eigenschaft 

(1’) Durch drei verschiedene Punkte geht genau ein Kreis. 

Wir nennen eine solche Möbiusebene ‚‚Möbiusebene im engeren Sinne‘‘, in Zeichen 
[M]-Ebene (s. hierzu Smid [14)). 

Sei p ein Punkt einer Möbiusebene. Dann verstehen wir unter einem Berührbüschel 
oder einem Kontaktelement (mit Grundpunkt p) eine maximale Menge sich paarweise in p 
berührender Kreise”). Ist ein Kreis « eines Berührbüschels gegeben, so bekommt man alle 


”) Diese Definition verdanke ich Herrn Professor Baer. — Die Bezeichnung „Kontaktelement‘‘ benutzt 
Smid in [14]. 
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weiteren Kreise des Berührbüschels als die Kreise, die « in p berühren. Da ein Berühr- 
büschel durch einen ihm angehörenden Kreis « und den Grundpunkt p eindeutig bestimmt 
ist, so läßt es sich auch durch «, bezeichnen. («, ist gelegentlich zu identifizieren mit 
der Menge der ihm angehörenden Kreise.) Ist # € «,, so hat man «€ ß,. Ist A€ x, und 
yEß,, so gilt «€ y,. Statt „Berührbüschel mit Grundpunkt p‘‘ wird verschiedentlich 
gesagt „Berührbüschel durch (in) p‘‘ oder „Kontaktelement in p“. 


$ 2. Eine gruppentheoretisch-geometrische Kennzeichnung einer Winkelvergleichung 
in [M]-Ebenen. 


[73 


Gegeben sei eine [M ]-Ebene 2, in der die Winkel in einer Beziehung ‚,‚gleich‘, „„—‘“, 
stehen. Es sollen die folgenden Axiome (I), (II), (III), (IV) gelten: 
(I) Sind «, ß Kreise durch einen Punkt p, so güt (aß; p) = (aß; p). Sind 

weiter y, ö Kreise durch q und e, £ Kreise durch r und ist (aß; p) = (yö; gq), 
(aß; p) = (el; r), so folgt (vd; q) = (ed; r). 

(II) Sind «, ß Kreise und sind p, q Punkte mitp€ a,q€ ß, so gilt (ax; p) = (PP; q). 

(III) a) Sind «, ß Kreise durch einen Punkt p, so gilt (aß; p) = («aE; p) genau dann 
wenn EE P, ist. 
b) Ist y ein weiterer Kreis durch den weiteren Punkt q, so gibt es wenigstens 
einen Kreis A3 q mit (aß; p) = (yA;g). 

(IV) Es seien p,q,r verschiedene Punkte und ebenso p'(= p),g',r'. Sind dann 
X, Xg, Xg, X und x, 75, X, x, je vier unter sich verschiedene Punkte mit 


ı 


(a) ug (per) — {par ug (pr) — tp,g,ryfüri=1,2,3,4, 
(b) für x, = resp. p,gq,r ist 2; =resp. p',g’,r', 
(ce) im Falle x,& {p,q,r} ist 2; & {p',g’,r'} und weiter 
((pgr) (pga,); ) = (Pr) Pd); q), 
((pra) (prz,); r) = ((p'r'd’) (pr); r'), 
so gilt die Winkelidentität 
(212223) (%, 222); 2) = (3%) (12); 21) )- 

Aus (I) folgt, daß sich die Menge aller Winkel von & in fremde Klassen gleicher 
Winkel zerlegen läßt. Diese Klassen bezeichnen wir mit 9, 91, - -: ++ % +... Ist 
(«ß; p) € p, so schreiben wir (aß; p) = p oder p = (aß; p) und nennen g die „Maßzahl“ 
oder die „Größe‘‘ des Winkels (xß; p). Die Klassen p werden auch freie Winkel genannt. 

Hilfssatz 2.1. Sind «, ß Kreise durch einen Punkt p, ist y ein Kreis durch einen 
Punkt g, dann bilden die Lösungen A von (aß; p) = (yA; gq) genau ein Berührbüschel 
durch q. Ist q’ ein von q verschiedener Punkt, dann gibt es genau einen Kreis 23 q9,g mit 
(aß; p) = (yA; g). 

Beweis. Sind A!, A? Lösungen A von (aß; p) = (yA; g), so folgt (yA!; q) = (yA?; q) 
nach Axiom (I), was A? € A} nach (III) ergibt. Alle Lösungen A’ sind also in A, enthalten, 
wenn A irgendeine beliebige Lösung darstellt. Ist umgekehrt A° ein Kreis aus A,, so gilt 
(yA;-q) = (yA°; g) nach (III), d.h. (aß; p) = (yA; q) = (yAP; g); AP ist also Lösung. 
Schließlich beachte man noch, daß es genau einen Kreis 1 gibt mit g’ € )y EA, fürg’ #4. 

Hilfssatz 2.2. Sind «, ß Kreise durch den Punkt p und y, ö Kreise durch den Punkt q 
mit (aß; p) = (yö; g), so folgt aus B€ x, auch ö€ y.- 


8) Der Fall p'’+ p kann erschlossen werden. 
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Beweis. Wegen ß € «, ist nach den Axiomen (III) und (Il) 
(aß; p) = (aa; p) = (yy; g), d.h. (vd; g) = (yy; 9, 

also ö€y, nach (III). 

Mit Hilfssatz 2.2 ergibt sich 

Hilfssatz 2.3. Ein spezieller freier Winkel wird gebildet genau von allen Winkeln 
(aß; p), ©, ß,p bis auf B€ «x, beliebig. Dieser freie Winkel wird auch „Nullwinkel“, in 
Zeichen 0, genannt. 

Beweis. Ist (aß; p) = (yö; g) mit A€«,, so folgt also ö€ y,. Seien umgekehrt 


&, ß Kreise durch den Punkt p mit $ € «, und y, ö Kreise durch den Punkt g mit ö€ y,. 
Dann ist nach (III) und (II) 


- (aß; p) = (au; p) = (yy; q) = (yÖ; g). 


Mit T(Z) bezeichnen wir die Gruppe derjenigen Kreisverwandtschaften r, die jeden 
freien Winkel invariant lassen, für die also stets («ß; p) = («"’ß*; p”) folgt für Kreise 
«, ß durch einen Punkt p. Wir nennen weiterhin genau diese Elemente der Möbius- 
gruppe kreiswinkeltreu. Die Identität von 7T(2) werde mit v bezeichnet. 


Dann beweisen wir den für das Folgende wichtigen 


Satz 2.1. Sind «, ß Kreise durch den Punkt p und ist r eine Abbildung aus T(2) 
mit (x, p)" = («, p), so ist PF€ ß,. 

Beweis?). Aus (aß; p) = («’ß"; p') = (aß"; p) folgt ß"€ f, nach Axiom (Illa). 

Über den Zusammenhang der in Satz 2.1 ausgesprochenen Eigenschaft der Gruppe 
T(2Z) mit dem Axiom von Süss gilt 


Satz 2.2. Ist Z eine [M]-Ebene und ist T (Z) irgend eine Gruppe von Kreisverwandt- 
schaften, die der Eigenschaft von Satz 2.1 genügt, so gilt für T(2) das Axiom von Süss: 
Haben zwei Kreise x und x’ einen Punkt s gemein, und liegt der Punkt a(+s) auf x’, so 
führt jede T (Z)-Abbildung r, welche x in sich selbst überführt und dabei die Punkte s und a 
einzeln festläßt, auch x' in sich selbst über. 

Beweis. Aus x, x’ 3s und (x,s)’= (x, s) mit r€ T(z) folgt #’" € x; nach Voraus- 
setzung über T(E). Da {a =a, s’=s}<x«"nx' ist, hat man also x" = x. 


Satz 2.3. Sind a,b, c verschiedene Punkte und ebenso a',b',c', so gibt es höchstens 
eine Kreisverwandtschaft r€ T(Z) mit (a,b, c)' = (a', b', c'). 


Beweis. Angenommen, es gäbe verschiedene Abbildungen r,, r, € T(Z) mit 
(a,b, ec)" = (a’,b’,c'), i=1,2. Es ist dann (a,b, c)'=(a,b,c), r=r,15!E T(Z); wir 
zeigen, daß r die Identität v und also doch r, = r, sein müßte. Sei x ein nicht auf (abe) 
gelegener Punkt. Wegen r€ T(Z) folgt 


((abe) (abx); b) = ((abe) (abz*); b) und ((acb) (acz); c) = ((acb) (acz”); c). 


Nach Axiom (Illa) gilt nun (abz”) = (ahx) und (acz*”) = (acx). Man hat also 
x" € (abx) und x’ € (acz). Da das Punktequadrupel a,b, c, x nicht konzyklisch ist, gilt 
x" € (abx) n (acx) = {a, x} und damit x’ = x. — Sei x ein auf (abc) gelegener Punkt. 
Führt man nun die vorangegangene Betrachtung für Punkte a, b, d mit d € (abe) (es ist 
ja dann d’ =d) anstelle von a,b,c durch, so erkennt man wegen x $ (abd) wiederum 
x’ = x. Damit ist r tatsächlich die Identität. 


9) Zum Beweis für die Sätze 2.1, 2.3 werden lediglich die Axiome (I) und (IIIa) benutzt. 
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Hilfssatz 2.4. Es seien «, ß verschiedene Kreise durch die verschiedenen Punkte p,q 
und «', ß' verschiedene Kreise durch die verschiedenen Punkte p, q’ mit (aß; q) = («’ß'; g'). 
Es seien fernerhin a, a’ vorgegebene Punkte mit a€ «— ß,a’ € «' — ß'. Dann gibt es Punkte 
beß— a, b'EB'— «' mit (a(abp); a) = («'(a’'b'p); a’). 

Beweis. Es sei e der durch a€ 2e€ ß, bestimmte Kreis und entsprechend e’ der 
durch a’€ e’€ ß, eindeutig festgelegte Kreis. Dann unterscheiden wir zwei Fälle (man 
beachte dabei |A | = || für zwei beliebige Kreise A, u, wobei etwa | A | die Mächtig- 
keit der Menge A< ® bedeutet): 

1) Jeder Kreis enthält wenigstens vier verschiedene Punkte. 

In diesem Falle gibt es nach (IIla) wenigstens drei untereinander und von O0 ver- 
schiedene freie Winkel 9,, 9, 9. Es gibt dann also weiter einen unter diesen freien 
Winkeln, etwa g,, mit 9,® (ae; a), («'e'; a’). Nun seien y, y’ die durch 

y3a,p; y'3a,p; 9,?lay;a); 9,2 (a'y'; a) 
nach Hilfssatz 2.1 eindeutig bestimmten Kreise. Sicherlich ist y + e und y’ #e'. Es 
ist auch y # «und y’ + «'. Damit schneidet y den Kreis 8 neben p noch in einem Punkt 
be ß— a; entsprechend ist y' n ß’ = {p,b’}, b’ + p. Wegen (ay; a) = («’'y'; a’) und 
y = (abp), y' = (a'b’p) ist die Behauptung für den Fall 1) bewiesen. 

2) Jeder Kreis enthält genau drei verschiedene Punkte. 

Dann liegt die eindeutig bestimmte Möbiusebene mit insgesamt fünf ver- 
schiedenen Punkten und zehn verschiedenen Kreisen vor. Es gibt dann genau drei 
verschiedene freie Winkel, den Nullwinkel eingeschlossen. Wir behauptei: zunächst: Es 
gilt (&ß; q) + (x(abp); a), wenn b der eindeutig bestimmte Punkt mit bEBß— « ist. 
Wäre doch («ß; gq) = («(abp); a), dann wenden wir Axiom (IV) an. Wir setzen x, = p, 
=, 5 =a,1,,=b und 4 =p,%=a,3 =q4,%,=b, wobeip,g, r=a und 
p' =p,q =a, r' =g zugrunde gelegt ist (der jetzt eingeführte Punkt g’ ist nicht mit 
dem bisherigen Punkt g’ zu verwechseln). Axiom (IV) ergibt 

(«ß; p) = (212223) (2,232); 2) = (HRS) (m); 2) = (alabp); Pp). 
Nach Axiom (III) müßte dann aber ß € (abp), sein, was nicht der Fall ist. Da also 
(«ß; g) + (x(abp); a) ist und es nur zwei von 0 verschiedene freie Winkel gibt, ist 


(«(abp); a) durch den Winkel (&ß; q) eindeutig bestimmt. Auf Grund dieser Bemerkung 
ist Hilfssatz 2. 4 vollends bewiesen. 


Hilfssatz 2.5. Sind «, ß Kreise durch die verschiedenen Punkte p, q und sind «', ß' 
Kreise durch die verschiedenen Punkte p,g', dann sind die folgenden Aussagen äquivalent: 


(a) (af; g)= (af; g‘), 

(b) (aß; p) = (af; p). 

Beweis. Im Falle « = ß ist beidesmal «’ = f’, was die Behauptung für diesen Fall 
ergibt. Sei « + ß und also «’' + ß'. Aus (a) folgt (b): Seien a€ «— ß und a’ € «' — ’ 
feste Punkte. Dann gibt es nach Hilfssatz 2.4 Punkte bE$ß— «, b’ € 8’ — «' mit 
(«(abp); a) = («'(a’b'p); a). Axiom (IV) angewandt mit den Bezeichnungen 
(94, r)= (9,40), (p,g,r)=(pg,a) nd yn=p=- 1, =, u =10,%=a, 
s=a,a=b, x = b’ führt auf (b). 

Aus (b) folgt (a): Sei £ der Kreis durch g’, p mit (aß; q) = («’&; q’). Mit der vorhin 
benutzten Schlußweise (aus (a) folgt (b)) ergibt sich hieraus («ß; p) = («’£; p). Wegen (b) 
ist also weiter («’ß’; p) = (aß; p) = (a’£; p), d.h. £= Pf’ wegen p, EEr PB’ und FE P,. 
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Hilfssatz 2.6. Sind «, ß, «'. ß’ Kreise durch den Punkt p und gilt (aß; p) = («'P’; p) 
so gilt auch (Ba; p) = (P'«'; p). 
Beweis. Im Falle ß € «, ist auch ’ € «, und also nichts mehr zu beweisen. Sei 


P$a,, B%a,. Si ar ß= {p,g), z FR und « nß' = {p,g’}, d' + p. Wegen 
Hilfssatz 2.5 ist also (aß; g) = («’ß’; Wegen Hilfssatz 2. 4 gibt es zu vorgege- 
benen Punkten a € &« — P, a € «' — Fr a Punkte bEeEß— a, b’€ $' — «' mit 
(x(abp); a) = («'(a'b'p); a’). Wir wenden jetzt Axiom (IV) an mit den Bezeichnungen 
(pP, 9, F) en (P, 9, a), (p', 9; r) = = (p,d', a’) und a, =Pp = 1, %=4, 2, =dg, Tg =b, 
x, =b',2,=a,x = a. Dies ergibt die Behauptung. 


Hilfssatz 2.7 (Korollar zu den Hilfssätzen 2.1 und 2.6). Sind «, ß, y Kreise durch 
einen Punkt p, so bilden die Lösungen A von (aß; p) = (Ay; p) genau ein Kontaktelement 
durch p. Ist q ein von.p verschiedener Punkt, dann gibt es genau einen Kreis A3 p,q mit 
(aß; p) = (Ay; pP). 

Hilfssatz 2.8. Sind «&, ß, y, a, ß', y' Kreise durch den Punkt t und gilı 
(ap; = (aß; 1), (By; t) = (Py'; ti), so güt auch (ya; t) = (ya; t).. 

Beweis. Im Falle $ € «, ist auch 8’ € «/, Dann ist 


(ya; t) = (yß; t) = (yß;t) = (yo; t) 


nach Hilfssatz 2.6. Genau so erledigt sich der Fall y € ß,. Sei also Po, BP, y$ß,. 
y'%& ßj. Wir können auch y € «,(y’ x) annehmen, da sich in diesem Falle die Behaup- 


tung einfach ergibt. Sein ß = {t, p}, p +#t, und seien y, «', 8‘, y' die durch p€y € y,, 


peaEa/, peß ep, p&y'€y, eindeutig bestimmten Kreise. we Hilfssatz 2. 1 
und Pe 2. e ist dann also (ap; = (« B;t) = (a Pi; = aß; {), d.h. 
(Ba; t) = (Pa und (BP; 1) = (By; t) = (By; t) = (BY); ;d; nahe gilt 
“+ s y+ a; y e x. Sind dann b, b' fente Punkte mit bEß— eo, b’ € ß' —«', so gibt 
es nach Hilfssatz 2. 4 (es sei dort g =t = g’ gesetzt) Punkte a€ x — ß, a’ € a’ -—- ß' mit 
(A(bap); b) = (ß' (b’@ p); b’). Sicherlich gilt auch be ß—y, b’ EB’ —y', da — etwa 
im Falle b €y — sich y = (ptb) = ß ergäbe. Dann existieren nach Hilfssatz 2. 4 Punkte 
ey — PB, Fey —P' mit (Blbep); b) = (B' (b’e’ p); d’ ). Jetzt werde Axiom (IV) mit 
den Bezeichnungen z, =t=- 4, . pp => 4 sei y u, =, hd=d 
angewandt, wobei (vgl. die Bezeichnungen von Axiom (IV)) . q,r) = (p, t, b), 
(p,g',r)=(p,t, b'). gesetzt ist. Tatsächlich sind x,, 23, 23, 2, wegen y + « verschiedene 
Punkte; entsprechend sind x; wegen y’ + «’ verschiedene Punkte. Da also weiter für 
X,24 die Bedingungen (c) von Axiom (IV) erfüllt sind, gilt (ya;t) = (y’«’;t). Mit den 
Hilfssätzen 2.1, 2.7 gilt weiter (ya; t) = (ya;t) = (y’a’;t) = (ya';t) = (ya';t). 


Hilfssatz 2.9. Es seien a, b,c,c’ nicht gemeinsam auf einem Kreise gelegene Punkte. 
Ist dann z ein Punkt $ (abc), so gibt es genau einen Punkt 2 €& rn n— {a} mit 


((abe) (abz); a) = ((abe') &; a), &3a,b, 
((acb) (acz); a) = ((ac'b)n; a), n3 a, c'!%). 
Der Punkt z' liegt nicht auf (abc'). 


10) Zur besseren Veranschaulichung der angeschriebenen Gleichungen ersetze man sie durch die auf Grund 
von Hilfssatz 2.5 äquivalenten Gleichungen ((abe) (abz); b) = ((abec’) &; b), ((acb) (acz); c) = ((ac’b) n; c'). 
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Beweis. Nach Hilfssatz 2. 1 sind die Kreise &, n eindeutig bestimmt. Es kann nicht 

n€&, sein; man hätte sonst mit Axiom (III) 

((abe) (abz); a) = ((abe’') &; a) = ((ac'b) n; a) = ((acb) (acz); a), 
d.h. (abz) = (acz) nach Hilfssatz 2. 1, obwohl aber doch z $ (abe) ist. Wegen n$ &, ist also 
Ernn= {a, g} für einen gewissen Punkt g + a. Es ist g + b, da sonst (abe’) = (age') = n 
wäre und hiermit 0 = ((ac’b) n; a)) = ((acb) (acz); a), was wegen (acb) + (acz) 
nicht der Fall ist. Weiter gilt g (abc). Man hätte sonst & = (abg) = (abe'), was 
0 = ((abe') &; a) = ((abe) (abz); a) ergäbe. Man setze g = 2. 

Satz 2.4. Es seien k,l,m, m’ nicht gemeinsam auf einem Kreise gelegene Punkte 
und es sei für x$ (klm) eine Punktabbildung <> x' = f(x | k, I, m, m’) definiert durch die 
Gleichungen 

((klm) (klx); k) = ((klm') (klx'); k), 
((kml) (kmz); k) = ((km'l) (km'x'); k), x’ 4 {k, I, m’). 
Dann ist x' = f(x | k, I, m, m’) eine eineindeutige Abbildung von ® — (klm) auf ® — (klm'). 

Beweis. Läßt man in Hilfssatz 2. 9 die Punkte a, b, c, c’, z nacheinander die Punkte 
k, l,m, m’, x sein, so erkennt man, daß zu jedem Punkt x (klm) genau ein Bildpunkt 
x' € (klm') existiert. x— x’ ist eine eineindeutige Abbildung von ® — (klm) in ® — (klm’): 
Angenommen, es gäbe verschiedene Punkte x,, 2, € B — (klm) mit «| =x' = x;. Dann 
ist also 

((klm) (klx,); k) = ((klm') (kla');k) = ((klm) (klx,); k) 
und 

((kml) (kmx,); k) = ((km'l) (km' x); k) = ((kml) (kmz,); k), 
was nach Hilfssatz 2. 1 aber (klx,) = (klx,) und (kmx,) = (km«x,) ergibt. Nun ist gewiß 
(klx;) # (kmx;) für i =1,2, da sonst x; € (klm) wäre. Damit ist 

{k, 21} = (klz,) n (kmz,) = (klx,) n (kmx,) = {k, x}, 

was entgegen der Voraussetzung x, = x, ergibt. — Jeder Punkt x’ von ® — (klm') 
kommt als Bildpunkt eines Punktes x € ® — (klm) vor: Läßt man zum Beweise in Hilfs- 


satz 2.9 die Punkte a,b, c, c’,z nacheinander die Punkte k, !, m’, m, x’ sein, so gibt es 
also einen Punkt x € ® — (klm) mit 


((klm') (klx'); k) = ((klm) (klx); k), 
((km' I) (km' x’); k) = ((kml) (kmz); k), 
Diese Gleichungen zeigen aber unmittelbar, daß x’ = f(x | k, I, m, m') ist. 
Hilfssatz 2. 10. Es seien p, q, r, r' nicht gemeinsam auf einem Kreise gelegene Punkte. 
Dann gibt es genau einen Punkt r® mit 
(a) ((pgr°) (par); pP) = ((par) (par); P), 
(b) ((pr°q) (prPr); p) = ((pra) (prr); p), r’g{p, gr). 
Für r® gilt r® & (pgr). 
Beweis. Nach Hilfssatz 2. 7 gibt es genau einen Kreis «3 p,g mit 
(u(par); pP) = ((pqr) (par'); P)- 
Nach Hilfssatz 2.1 gibt es genau einen Kreis n3p,r mit (un; p) = ((prg) (prr'); p). 
Es kann nicht n € «, sein, da nach Hilfssatz 2. 2 sonst (prr’) € (prg),, d. h. (prr') = (prg) 
wäre. Es ist also nn u = {p,s}, s # p. Wir setzen s = r®. Man hat r® +yg, da sonst 
n = (pgr) wäre wegen g=r"€n und damit 
((prg) (prr'); pP) = (un; pP) = (a(par); p) = ((par) (par); P), 
Journal für Mathematik. Bd. 205. Heft 1/2 
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was (prr') = (pgr') ergäbe. Weiter ist r°$(pgr). Es wäre sonst u = (pgr®) = (pgr) und 
hiermit 
0 = (a(par); p) = ((pgr) (par'); pP), d.h. (pgr) = (pqr'). 
Verschiedene Punkte r}, r) mit den gewünschten Eigenschaften kann es nicht geben, da 
rı,re&E£n u— {p} sein muß, was r} =r, ergibt. 
Definition. Es seien p,g,r,r' nicht gemeinsam auf einem Kreise gelegene Punkte 
und es sei r® der gemäß Hilfssatz 2.10 den Punkten p,q,r,r' eindeutig zugeordnete Punkt. 


Dann wird mit 
> x =F(2|p,gqr,r) 


die folgende Punktabbildung bezeichnet: 


 [ft@|», 4 r,r') x & (pgr) 
= sflz|p,gq,r°,r) für z€(pgr) — {p, g} 
= z€ {p, g}- 


Es gilt 

Satz 2.5.1. Die Abbildung x’ = F(x|p,gq,r,r') ist eine eineindeutige Abbildung 
von ® auf sich. 

Beweis. Läßt man in Satz 2.4 die Punkte k,!, m, m’ nacheinander die Punkte 
pP, q, r,r' sein, so sieht man, daß x’ = f(x |p,g,r,r') eine eineindeutige Abbildung von 
PB — (pgr) auf ® — (pgr') ist. Wir haben also noch zu zeigen: 


I Ben BT) ein © Elpar) — {p, q} 


% z€ {p,g} 

ist eine eineindeutige Abbildung von (pgr) auf (pqr'). — Wegen Satz 2. 4 (man setze 
k=p,1l=g,m=[r°", m' =r und beachte r? € (pgr)) ist x’ = f(x |p; q,r®,r) eine ein- 
eindeutige Abbildung von ® — (pgr°) auf B — (pgr). Es ist also lediglich zu zeigen, 
daß (pgr) n (B — (pgr°)) = (pqr) — {p, q} gilt —- dies folgt sofort aus r® € (pqr) — und 
daß x’ € (pgr') — {p, g} für die Punkte x € (pgr) — {p, q} bzw. x € (pgr) — {p, q) 
für die Punkte x’ € (pqr') — {p, g} gilt. Sei x € (pgr) — {p,q}. Dann ist also 
((pgr°) (pgx); p) =((pgr) (pg«'); p). Beachtet man (pgx) = (pgr) und (vgl. Hilfssatz 2. 10) 
((pgr®) (pgr); p) = ((pgr) (pgr'); p), so ist also ((pgr) (pgr'); p) = ((par) (pgx’); p), d.h. 
(pqr') = (pg«'), d.h. x’ € (pgr'). Sei umgekehrt ein Punkt x’ € (pgr') — {p, g} gegeben: 
Wegen (pgr') = (pgx') ist dann ((pgr®) (pgx); p) = ((pqr°) (pgr); p), d.h. (pgx) = (pgr), 
d.h. x € (pgr). 

Anmerkung zu Satz 2.5.1. Die Abbildung x’ = F(x|p,gq,r,r') überführt r nach r' 
und r® nach r. 


Beweis. a) r>r': Wegen r € (pgr) — {p, g} ist das Bild r von r durch 
r=f(r |p,gq,r®, r) 


gegeben, d. h. durch ((pgr®) (pqr); pP) = ((pgr) (pqr); p), ((pr°q) (pr°r); p) = ((pra) (prr); p). 

Vergleicht man diese Beziehungen mit den Gleichungen von Hilfssatz 2. 10, so 
erkennt man unter Benutzung von Hilfssatz 2. 9 die Behauptung r =['. 

b) r>r: Wegen r® € (pgr) ist das Bild r° von r® durch r° = f(r® | pP, q, r,r') gegeben, 
d.h. durch ((pgr) (pgr°); p) = ((pgr') (pgr®); p), ((pra) (prr°); p) = ((pr’q) (pr'r®); p). 
Schreibt man die r® definierenden Gleichungen von Hilfssatz 2. 10 vermöge der Hilfs- 
sätze 2.6, 2.8 um: ((pgr) (pgr°); p) = ((pqr') (pgr); p), ((pra) (prr°); p) = ((pr'q) (pr'r); p), 
so erkennt man r’ = r mit Hilfssatz 2. 9. 
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Satz 2.5.2. Es seien p, q, r, r' nicht gemeinsam auf einem Kreise gelegene 
Punkte und es seien s, s' Punkte mit s $ (pgr) und s' = F(s | p, q, r, r'). Dann ist 
F(z|p,qr,r)=F(x|p,g,s,s') für alle x€%. 

Zum Beweise zeigen wir zunächst 


Hilfssatz 2.11.1. Es seien p,gq,u,uw' nicht gemeinsam auf einem Kreise gelegene 
Punkte und es seien v,v' Punkte mit v$(pqu) und v’ = f(v|p,g,u,u'). Ist dann x ein 
Punkt mü x € (pqu), (pqv), so ist fx |», 9, U, u‘) og fix >; 9, v, v). 

Beweis. Setzen wir , = f(x |p,g, u,u), 5 = f(x |p, q, v, v'), so gilt 
((pgv) (pgx); p) = ((pgqv') (pgx.); pP) wegen ((pqu) (pgx); p) = ((pqu‘) pgxi);p) und 
((pqu) (pgv); p) = ((pqu‘) (pgv’'); p) auf Grund der Hilfssätze 2. 6, 2.8. Weiterhin wenden 
wir Axiom (IV) an, indem wir (p,gq,r) = (pP, 9, u), (p,g’,r)=(p,g,u))undzg, =p=x, 
=, 58 =-V7,. =4=5, u. =2,%4=x setzen. Zunächst sind 2,..., & 
und &,...,2; je vier verschiedene Punkte: Es ist z$(pgv). Da y>f(y | p, g, u, u‘) 
nach Satz 2. 4 eine eineindeutige Abbildung von ® — (pqu) auf ® — (pgu') ist, ist wegen 
v&(pgu) und x$(pgu) sicher v’ $(pgu’) und x, $ (pgu'); wegen x #v ist x, +v. Die 
Eigenschaft (c) ist wegen v’ = f(v|p,g,u,u'), x, = f(x |p,g,u,u' und Hilfssatz 2.5 
auch erfüllt. Axiom (IV) ergibt dann ((pvg) (pvx); p) = ((pv'g) (pv'x;); p). Vergleicht 
man die Gleichungen 


((pgv) (pgz); pP) = ((pgv') (pgxi); pP), ((pvg) (prz); p) = ((pv'g) (pv'x.); pP) 
mit x, = f(x |p, gq, v, v'), so erkennt man x/, = x; mit Hilfssatz 2.9. 


Hilfssatz 2.11.2. Es seien p,g,g,g' nicht gemeinsam auf einem Kreise gelegene 
Punkte und es seien h,h' Punkte mit h$(pgg), h € (pgg°) und h' = f(h | p, 9, g, g'). Ist 
dann x ein Punkt mit x € (pgg), x (pgh), so folgt f(x | p, q, g°, g) = f(x | p, g, h, h). 

Beweis. h' = f(h | p, g, 8, g'), die Definitionsgleichungen von g°, x, =f(x|p,9,g°,g), 
x, = f(x |p,g, h, h') führen auf 

2.11.2.1. ((pag) (pah); pP) = ((pag’) (pak'); p), 

‚11.2.2, ((pgq) (pgh); pP) = ((pg'q) (pg'h'); p), 
„11.2.3. ((pag°) (pas); P) = ((pgg) (Pag); P), 
„11.2.4. ((pg°q) (pg°e); pP) = ((pga) (Peg); P), 
11.2.5. ((pag°) (pgz); pP) = ((pag) (pgz,); P), 
.11.2. 6. ((pg°g) (pg’2); pP) = ((ped) (pgx,); P), 
11.2.7. ((pgh) (pgz); pP) = ((pgk') (pgzi); P), 
.11.2.8. ((pha) (phx); p) = ((ph'g) (ph’zu); p). 

Es ist h’ € (pgg): Wegen h € (pgg®), h&(pgg) ist (pgg®) = (pgh). 2.11.2.3 kann 
deshalb in der Form ((pgh) (pgg); p) = ((pgg) (pgg’); p) geschrieben werden. Mit 
2.11.2.1 folgt hieraus ((pgg) (pag’); P) = ((pah) (pgg); pP) = ((pgh’) (pgg'); p), was 
(pgg) = (pgh') ergibt. 

Weiterhin gilt x, € (pgg') 3 x;: Aus 2. 11.2.3 und 2. 11.2.5 folgt 


((pgg) (pq2); pP) = ((pag') (Pgx,); P) 


vermittels der Hilfssätze 2.6, 2.8. Wegen (pgg) = (pgx) ist also (pqg') = (pg%;). 
Aus 2.11.2.4 und 2.11. 2.7 folgt ((pgg) (pgx); p) = ((pag’) (pgx}); p). Auf Grund 
von (pgg) = (pga) ist (pgg’) = (pgz))- 
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Wegen (pg°g) = (phgq) und (pgg) = (ph'g) folgt aus 2. 11.2.6 und 2. 11.2.8 
((pg°x) (phz); p) = ((pgz;) (ph'x,); pP). 
Ist (ph'a}) € (pgx;),, so folgt (pg°x) = (phx), was g’ = h bedeutet, da sonst x € (pgh) 
sein müßte. Auf Grund der Anmerkung zu Satz 2.5.1 ist im Falle g’ =haberg=#Ü', 
was (ph'x,) = (pgx;) zur Folge hat. Nun ist 


{2} = (pag') " (pgz,) — {p} = (pag’) " (ph’z;) — {p} = {mi} 
womit die Behauptung in diesem Sonderfall bewiesen ist. Auch der Sonderfall 


xz=g ist leicht erledigt. Dann ist nämlich 2, =g'. 2. 11. 2. 8 gibt weiterhin 
((phq) (phg); p) = ((ph'g) (ph' x7); p), was (vgl. 2.11.2.1 und 2, 11.2.2) mit 


2.11.2.9. ((pha) (phg); p) = ((pgh') (pg’h'); p) 


auf (ph' a7) = (pg'h’),d: h. auf {2}} = (pgg’)  (ph’ 2) — {p} = (pag')  (pg' h') — {p} = {g'} 
führt. 

Sei im folgenden g’ +h und x +g. Dann ist also (ph’ x;) $ (pgx/),. Es gibt also 
einen Punkt j + p mit (ph’x;) r (pgz;) = {p, j}. Ist j € (pgg'), so sind wir fertig, da — 
etwa im Fall j # 2, — sich (pgg’) = (px; j) = (pgx;), d.h. g’ € (pgg) ergäbe. Wir zeigen 
nun j € (pgg'): Dies geschieht mit Axiom (IV), wobei (p, q, r) = (p, g°, h) gesetzt ist (das 
hier angeschriebene g ist das in Axiom (IV) benutzte; es ist nicht mit dem im bisherigen 
Beweisgang auftretenden q zu verwechseln), ferner (p’,gq’,r') = (p,g,h’) und weiter 
=, Def, =) =, u =, ah, =h. Mit g’ +h und der 
hieraus folgenden Aussage g + h’ sind also p, g°, hund p, g, h’ je drei verschiedene Punkte. 
X%,...,2%4 sind wegen x +#g verschiedene Punkte. x/,..., 24 können als verschieden 
angenommen werden, da im Falle j =g’ ja j€(pgg’) ist. Für die Bedingung (a) von 
Axiom (IV) überlegen wir uns noch j € (pgh’): Angenommen, es wäre j € (pgh'). Es ist 
j +g, da sonst gE(ph'x,), d.h. z2,€ (pgh') = (pgg) wäre. Dann müßte x, € (pgj) = (pgh') 
sein, was nicht der Fall ist. Die Gleichungen (c) entnimmt man (unter Berücksichtigung 
von Hilfssatz 2. 5) den Gleichungen 


2.11.2.6 (man beachte (pg°g) = (pg°h), (pgg) = (pgh') und (pgz,) = (pgj)), also 
((pg°h) (pg°x); p) = ((pgg) (pgz;); p) = ((pgh’) (pgi); p), 
2.11.2.8 (man beachte (phg) = (pg°h), (pgh’) = (ph’gq) und (ph’x;) = (ph'j)), also 


((pg°h) (phz); p) = ((pgh') (ph'j); p), 
2.11.2.4, also 


((pg°h) (pg°g); p) = ((pgh') (pgg’); p), 


2.11.2.9, also 
((phg°) (phg); p) = ((pgh') (pg'h'); p). 
Axiom (IV) ergibt daher 


((pgz) (pgh); g) = ((pg'j) (pg'h'); g’) bzw. ((pgg) (ph); 8) = ((pg’ 7) (pg'h’); g'), 
was mit 2. 11.2.2 auf (pg’g) = (pg'j), d.h. auf j € (pgg’) führt. 
Nun zum Beweise von Satz. 2.5.2. 
Die Bedingung F(x |p,g,r,r') = F(x|p,gq,s,s’) ist gewiß erfüllt für x = p und 
x = q. Wir unterscheiden die folgenden weiteren Fälle: 
1) z&(pgr), = (pgs). 


Setzen wiru=r,u =r,v=s,v =s’ in Hilfssatz 2. 11.1, so haben wir 


F(x |p,q, r,r) =f(@|p,gq, r,r') = f(z|p,4, 5,8) =F(x|p,q,s, s‘). 
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2) zE(pqr), x (pgs). 

2,.s € (pgr®). Setzen wirg =r,g =r,h=s, h' = s’ in Hilfssatz 2. 11. 2, so folgt 

F(z |\pgq,r,r)=f(@|p,q,r®,r) = Hz |p,9q,5,5) =Fi(z|p,q, 5,5). 

2,. s $ (pgr®). Wir setzen u=r°, u =r,v = s, v’ =s’ in Hilfssatz 2.11.1. Wegen 
Hilfssatz 2. 10 liegen die Punkte p,g,r®,r nicht gemeinsam auf einem Kreise. Es ist 
weiter s’ = f(s |p, g, r®,r): Zum Beweise wenden wir Axiom (IV) an, wobei die dort 
benutzten Punkte p,g,r,r’ mit den hier benutzten p,g,r,r’ übereinstimmen sollen. 
Weiter sei gesetzt , =p= 1, nn =, %n=r,% ===, 2%,=s, 24 =8'. Wegen 
s € (pgr®) sind x,,. . ., x, verschiedene Punkte; wegen s + r? gilt s = f(s |p,q, r,r) #r 
und also | {x}, . . ., 24} | = 4. Die Bedingungen (a), (b) von Axiom (IV) gelten offensicht- 
lich. Zu (ce): Auf Grund von s’ = f(s | p, g, r, r‘) ist mit Hilfssatz 2. 5 


((pgr) (pgs); q) = ((par') (pgs’); q), ((prg) (prs); r) = ((pr'q) (pr's’); r'). 
Auf Grund von r = f(r® | p, q, r, r') ist ebenfalls mit Hilfssatz 2. 5 
((par) (pgr®); q) = ((pqr') (par); q), ((prg) (prr®); r) = ((pr'q) (pr'n);r'). 
Axiom (IV) ergibt also 
(*) ((pr°g) (pr°s); p) = ((prg) (prs'); p). 


Aus den jeweils ersten Gleichungen der beiden zuletzt angeschriebenen Gleichungs- 
paare ergibt sich noch 


(**) ((pqr®) (pgs); p) = ((pgr) (pas’); p) 


unter Berücksichtigung der Hilfssätze 2. 5, 2.6, 2.8. Setzen wir nun s; = f(s |p, q, r°, r), 


so erkennt man s’ =s; mit Hilfssatz 2.9 und den Gleichungen (*), (**). Wegen 
s’ = f(s|p,gq,r®,r) folgt nun aus Hilfssatz 2. 11.1 — wenn man noch x € (pgr°) wegen 
x € (pgr) — {p, g} beachtet — 
F(x|p,q r,r) =f(2|p, 4 7%, r) = Hz |9, 9,585) =F(2|p,Q, 5, 8‘). 

3) z&(pgr), x € (pgs). 

Dies ist bis auf die Bezeichnung der Fall 2), wenn man voranschickt, daß p, q, s, s’ 
nicht gemeinsam auf einem Kreise gelegene Punkte sind und weiterhin, daß r € (pgs) und 
r' = F(r |p, 9, s, s’) ist. 


4) xz€(pgr), x € (pgs). 

Es ist dann x € {p, q). 

Damit ist Satz 2.5.2 vollends bewiesen. 

In Ergänzung von Satz 2. 3 können wir jetzt beweisen: 


Satz 2.6. Sind a,b, c verschiedene Punkte, ebenso a’,b',c', dann gibt es mindestens 
(mit Satz 2.3 also genau) eine Abbildung r € T(Z), für die (a, b, c)" = (a’, b', ec’) ist. 

Der Beweis wird in mehreren Schritten erbracht. 

2.6.1. Sind p,q,r,r' nicht gemeinsam auf einem Kreise gelegene Punkte, so gibt es 
ein rE T(Z) mit (p,q,r)" = (p,q,r'). 

Beweis. Die Abbildung o: x—>F(z|p,g,r,r') überführt p in p, q in q und r in r”. 
Nach Satz 2.5.1 ist sie eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Menge der Punkte 
von 2 auf sich. Sie ist aber auch kreisverwandt und winkeltreu, also Element von T(F): 
Sei zum Beweise £ = {z,, %, 73, x,} eine Menge von irgend vier verschiedenen Punkten. 
Es gibt dann einen Punkt s +p,g mit 
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(a) (pgs) — {p, q} enthält böchstens einen Punkt von r. 


(b) s€ x für | pa) Pl orl=1. 

(c) s=r für s€ (pgr). 

Liegt nicht die Minimalebene — bestehend aus fünf verschiedenen Punkten und 
zehn verschiedenen Kreisen — vor, so gibt es durch zwei verschiedene Punkte wenigstens 
vier verschiedene Kreise. Es gibt also durch p,g wenigstens drei verschiedene Kreise 
&, ß,y + (pgr). Würde nun jeder dieser Kreise «, f, y mindestens zwei verschiedene 
Punkte von t — {p, g} enthalten, so müßte | x — {p, 9} | 2 6 sein. Es gibt also wenigstens 
einen Kreis — er sei etwa « — mit |(«— {p,g) nr| <= 1. Enthält er einen Punkt aus 
r— {p,g}, so sei dieser gleich s gesetzt. Im anderen Falle sei s irgendein Punkt von 
& — {p, q}. Liegt die Minimalebene vor, so besitzt jeder Kreis genau drei verschiedene 
Punkte. Wir können dann immer s =r setzen. Unter s’ verstehen wir nun den Punkt 
F(s | p,g,r,r'). Dann kann die’ Abbildung o: «> F(x|p,g,r,r') nach Satz 2.5.2 auch 
als 0: > F(x|p,g,s, s’) geschrieben werden, wobei also 


| — {p, q)) “ (pgs) | = in ist für Fe 


Ist r konzyklisch, so wenden wir Axiom (IV) an: Es seien die dortigen Bezeichnungen 
in folgender Weise verwendet: (p,q,r) = (p, 9, s), (p,q,r') = (p, 9,5’). Die x; seien die 
hier benutzten. x; sei gleich F(z, | p, q, s, s’). Dann ist also 


0 = ((2,2325) (2,232,); 2) = (iS) (dd; )- 


Damit ist x’ = {z7,... ., 27} auch konzyklisch. Die gleiche Schlußweise überträgt sich auf 
den Fall, daß x nicht konzyklisch ist. o ist also eine Kreisverwandtschaft. 


Wir zeigen, daß o auch kreiswinkeltreu ist, d. h., daß o € T(Z) gilt. Ist (£n; x,) ein 
beliebiger Winkel, so haben wir (&n; x,) = (£°n°; x]) zu zeigen. Für 7 € £,, ist dies klar, 
da für eine Kreisverwandtschaft o stets 2° € &7, folgt. Ebenfalls ist dies klar für 7° € &, 
da 0”! Kreisverwandtschaft ist. Sei n$&, und n"$&%. Sei also Eenn= {2,2}, 
% # z,,und & nn’ = {z1, z}. Da die Beziehung 2, € Er n— {z,}in JE En n’— {a1} 
übergehen muß, ist z = 3. Seien jetzt x,, x, Punkte mit 2, €&—n, 2,€n—£. Dann 
ist ZEFr— und DEP —E. 

Bestimmen wir zu den Punkten z,,...,2, jetzt wieder einen Punkt s mit 


|(£ — {p, 9}) “ (pgs) | = h für juni und ersetzen wir wieder F(x|p,g ,r,r') durch 


F(x|p,g,s, s’), so ergibt Axiom (IV) mit (p,g,s), (p,g,s’) als Grundtripel 
(£n; 2) = ((2, 23235) (2, 232,); 2) = (5) (ar); ST: 
2.6.2. Sind p,q,r,r' gemeinsam auf einem Kreise gelegene, verschiedene Punkte, 
so gibt es eine Abbildung ı € T(Z), die p und g festläßt und die r in r' überführt. 


Beweis. Gemäß dem Reichhaltigkeitsaxiom einer [M]-Ebene gibt es einen Punkt 
s$(pgr). Nach 2.6.1 gibt es dann eine Abbildung r, € T(Z), die p und g festläßt und 
die r in s überführt. Da die Punkte p,g,s,r’ nicht konzyklisch sind, gibt es eine Ab- 
bildung r, € T(Z), die p und g festläßt und die s in r’ überführt. Da T(2) Gruppe ist, 
gilt 7,7, € T(Z). Es ist aber p"" = p, g"" = g, r"" = ()" = s"=r. 

Auf Grund von Satz 2.3 und 2.6.1 und 2.6.2 haben wir: 

2.6.3. Sind p,g,r,r' verschiedene Punkte, so gibt es genau eine kreiswinkeltreue 
Kreisverwandtschaft t mit (p,q,r)' = (p,g,r'). 
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Wir zeigen weiter 

2.6.4. Sind a,b,c verschiedene Punkte und ebenso a,b',c', dann gibt es eine Ab- 
bildung rE T(E) mit (a,b, c)" = (a,b', c'). 

Beweis. 1. Fall: c' =b. Da eine [M]-Ebene wenigstens fünf verschiedene Punkte 
besitzt, gibt es einen Punkt s + a, b, c, b'. Wegen 2. 6. 3 gibt es eine Abbildung r, € T(Z) 
mit (a,b, c)" = (a,s,c). Ebenfalls nach 2.6.3 gibt es Abbildungen r,, 7, € T(Z) mit 
(a,s,c)" = (a,s,b) und (a,s,b)”" = (a,b',b), wenn man beachtet, daß a,b’, ’ =b, 
d.h. daß s, a, b’, b verschiedene Punkte sind. Damit ist r,r,7, € T(Z) und 

(a, B, "9% = (a,b, db = c'). 

2 Fall: c' #b. Wir können auch b’ + c annehmen, da sonst bis auf die Bezeichnung 
Fall 1 vorläge. Ebenfalls setzen wir b’ #5 und c’ #c voraus. Damit sind die Punkte 
a,b, c,b’,c’ paarweise verschieden. Es seien dann r,, r, nach 2.6. 3 existierende Abbil- 
dungen aus T (2) mit (a, b, c)" = (a,b, c'), (a, b, c')"" = (a, b’, c'). Damit ist r,r, € T(Z) 
und (a, b, c)"" = (a, b’, c'). 

Damit kommen wir zum Abschluß des Beweises von Satz 2.6: 

2.6.5. Sind a,b, c verschiedene Punkte und ebenso a’, b', c', dann gibt eseinr€ T(Z) 
mit (a, b, c)" = (a’, b’, c'). 

Beweis. Sind a,b’,c’ verschiedene Punkte, so gibt es nach 2.6.4 eine Abbildung 
r,e T(Z) mit (a,b,c)"' =(a,b’,c'). Ebenfalls nach 2.6.4 gibt es eine Abbildung 1, € T(Z) 
mit (b’,a,c')" =(b’,a’,c’). Dann ist weiter r,rs,€E7(Z) und (a,b,c)""=(a’,b’,c'); dies ist 
die Behauptung für den genannten Spezialfall. — Die gleiche Schlußweise kann man 
anwenden, wenn a’, b, c’ oder a’, b’, c verschiedene Punkte sind. Wir können also a € {b’, c’} 
beEfa’,c'}, c€ {a’,b’} annehmen. Ist a =c’, so muß — da a,b,c verschiedene Punkte 
sind —b = a’ und c = b’ sein. In diesem Falle seien r,,r, € T(Z) nach 2. 6.4 existierende 
Abbildungen mit (a, b, c)"" = (a, c,b) und (a,c,b)" = (b,c,a); es folgt r,r, € T(Z) und 
(a,b, c)":*=(b,c,a). Der noch verbleibende Falla=b',b=c,c= a’ ist bis auf die 
Bezeichnung der gerade abgehandelte. 

Der folgende Satz stellt eine weitere Brücke zwischen 7(Z) und der betrachteten 
Winkelvergleichung dar. 

Satz 2.7. Sind «, ß Kreise durch den Punkt p mit ß$ «, und sind y, ö Kreise durch 
den Punkt q, so ist (aß; p) = (yö; g) genau dann erfüllt, wenn es eine Abbildung € T(2) 
mit («, ß, pP)" = (y, d, q) gibt. 

Beweis. Auf Grund der Definition von 7(2) ist nur zu beweisen, daß aus 
(«ß; p) = (yö; g) die Existenz einer Abbildung r € T(Z) mit («, ß, p)’ = (y, ö, g) folgt. 
Wegen ß$ «x, gibt es einen Punkt p +p mit an ß = {p,p}- Gewiß ist ö€y,. Sei 
also ynö = {q,9},9 #g. Es bezeichne a einen Punkt auf «, der nicht auf £ liegt; 
ebenso sei c ein Punkt mit c€y— 6. Dann sei r die Abbildung aus 7(Z) mit 
(p, Pp, a)" = (9,9, c). Offenbar ist dann (aß; p) = (yß’; q), was zusammen mit 
(aß; p) = (vd; g) auf (yö; q) = (yPß’; g) führt. Aus Axiom (III) folgt $" € ö,; beachtet 
man noch $"n ö> {q,9}, so hat man insgesamt ß* = ö. Damit gibt es tatsächlich eine 
Abbildung r € T(Z) mit («, ß, p)" = (y, d, 9). 

Im folgenden Satz kennzeichnen wir die [M]-Ebenen, in denen eine Winkel- 
vergleichung in der Stärke (I) bis (IV) gegeben ist, durch gruppentheoretisch-geometrische 
Eigenschaften. Wir gehen aus von einer [M]-Ebene 2, die eine Gruppe 7 von Kreis- 
verwandtschaften besitzt mit: 

(Ti) Sind a,b, c drei verschiedene Punkte und ebenso a', b', c', dann gibt es genau 
eine Abbildung r€ T mit (a,b, c)' = (a’,b', c'). 
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(T 2) Sind «, ö Kreise durch den Punkt p und ist r eine Abbildung aus T mit 
(«, pP)" = (x, p), so gilt PT EB,"). 
Dann beweisen wir den 


Satz 2.8. In Z gibt es eine Winkelvergleichung „=“ in der Stärke (I) bis (IV). Die 
durch diese Winkelvergleichung induzierte Gruppe T(Z) der kreiswinkeltreuen Kreisver- 
wanditschaften ist isomorph zu unserer Ausgangsgruppe T. 


Der Beweis von Satz 2.8 wird in mehreren Schritten erbracht. Zuerst die durch 
Satz 2.7 nahegelegte 


Definition. Sind «, ß Kreise durch den Punkt p und sind y, ö Kreise durch den Punkt g, 
so sei (aß; p) = (yö; g) im Falle € x, genau dann gesetzt, wenn ö€ y, ist, und im Falle 
ß% x, genau dann, wenn es eine Abbildung r € T mit («, ß, p)' = (y, ö, g) gibt. 


2.8.1. Es gelten die Winkelaxiome (I), (II). 


Beweis. Der Beweis von (II) liegt auf der Hand. Zu (I): («ß; p) = (aß; p) ist für 
ß € «x, trivial; im Falle € «, wird die Gleichung durch («, ß, p)’ = (x, ß, p) bewiesen, 
v die Identität von 7. Sei («ß; p) = (yÖö; g) und (aß; p) = (ed; r). Gilt P€ «,, so folgt 
ö€y, und £€ e, und damit (yö; g) = (ed; r). Im Falle $$ «, gibt es also Abbildungen 
7,7%€ T mit (a, ß, pP)" = (y,ö,g) und (x, ß,p)" =(e,£,r); sicherlich ist dann ö$ y, 
und £$ e,. Jetzt folgt alles aus (y, 6, 9)" "= (e,£,r) und aus r, 'E€T. 


2.8.2. Es seien «, ß Kreise durch den Punkt p und es sei y ein Kreis durch den 
Punkt q. Dann besitzt («ß; p) = (yE; q) genau die Kreise & eines Berührbüschels durch q 
als Lösungen. 


Beweis. Im Falle $ € «©, ist die Behauptung trivial, da dann (aß; p) = (y£; q) 
gleichbedeutend ist mit £€y,. Sei ß$«,. Es gibt dann also einen Punkt p + p mit 
ar ß= {p,p}: Seir ein Punkt auf y, der von g verschieden ist. Seien weiter a, c Punkte 
mit a€ &«— {p, p},c€y — {q,r}. Ist jetzt r die Abbildung aus 7 mit (p, p, a)’ = (g, r, ec), 
so gilt (aß; p) = (yß'; g) mit 8" y,. Wir behaupten: Genau die Kreise des Kontakt- 
elements ß, sind die Lösungen & von («ß; p) = (y£; g). Ist nämlich £ eine Lösung, so 
hat man (yß’; q) = (y£&; gq) wegen 2. 8, 1. — Es gibt also dann eine Abbildung o € 7 mit 
(y, B", 9° = (y, &,g). Aus (T 2) folgt aber hieraus & = (P")” € #5. Ist umgekehrt & + 
ein Kreis des Kontaktelementes f/, der y in q,s schneidet — es ist s #g,r —, so sei 
o€ T diejenige Abbildung mit (g, r, s)® = (g, s, r). Man hat dann (y, g)® = (y, q) 
und hiermit (ß’)? € #5 wegen (T 2). Wegen s € (#*)® ist also & = (ß’)* und wegen 
a a A a ET a7 Ee JEn ee Ener 72 

2.8.3. Es gilt das Winkelaxiom (IV) in der stärkeren Fassung: Es seien p,q,r 
verschiedene Punkte und ebenso p',g',r'. Es seien ferner &,,...,x, und x|,...,x, Je vier 
unter sich verschiedene Punkte mit 


(a) x,& (pgr) — {p, 9, r}, #&(p' dr) — {p',g’,r'} füri=1,2,3,4. 
(b) Für x, = resp. p,q,r ist x; = resp. p',q',r.. 
(c) Im Falle x,$ {p,q,r} ist x; {p',gq’,r'} und weiter 


((pgr) (pqz,); g) = (per) (pP di); qd‘), 
((prg) (prz,); r) = ((p'r'g’) (p'r'=;); r'). 


Dann gilt ((2,2,%,) (2,2); 2%) = (4%%) (4829); 2). 


11) Die Eigenschaft (T 2) kann auf Grund von Satz 3.1 durch das Axiom von Süss ersetzt werden. 
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Beweis. Sei r die Abbildung aus 7 mit (p,g,r)" = (p’,g’,r'). Wir behaupten 
2;= a, i=1,2,3,4. Dies ist klar für x, € {p,g,r}. Sei x, {p,g,r}. Dann trifft der 
Fall (ec) zu. Es ist aber auch wegen r€ 7 


((pgr) (pgz.); q) = (P'd'r) (Pd ai); q); 
((prg) (prz,); r) = ((p'r'g’) (p'r'zö); r'), 
was mit (c) und 2.8.1, 2.8. 2 auf (p’'g’x;) = (p’g’x;) und (p’r'x;) = (p’r’x;) führt. Wegen 
(p'g’x;) + (p'r'x;) (dies folgt aus x; € (p’g’r')) ergibt sich hiermit 
Du eer = ete) ler) tp, Xi}, 
d.h. x; = x). Da r€ T ist, hat man schließlich 
(2) (32); 2)) = (ia) (dd; ar) = (ir) ir); ). 

2.8.4. T(Z)=T. 

Beweis. Ist r(Z) die Abbildung aus 7(2), die die verschiedenen Punkte a,b, c in 
a,b’, ec’ überführt und ist r die Abbildung aus 7 mit der gleichen Eigenschaft, so gilt 
x’ = x”) für alle Punkte x: Beide Abbildungen erhalten nämlich freie Winkel und 
daher ist 

((a’ b’ ec’) (a’b’x’'”); a’) = ((abe) (abx); a) = ((a’b’c') (a’b’ x); a’), 

((a’b’ ec’) (a’c’a’'”); a’) = ((acb) (acx); a) = ((a’c'b') (a’c'x); a’), 
was auf (a’b’a’'®) = (a’b’x’) und (a’c’ x”) = (a’c'x’) führt. Für jeden Punkt x $ (abe) 
ist demnach x’ = x’'*). Liegt x auf (abe), so führe man die Betrachtung für Punkte 
a,b,d und a’, b’,d’ mit d$ (abe) (es ist dann ja d’ = d’'”) durch. Wir identifizieren r 
und r(2%). Da 7 aus kreiswinkeltreuen Kreisverwandtschaften besteht und da 7(Z) die 
Menge aller kreiswinkeltreuen Kreisverwandtschaften von 2 darstellt, so ist T< T(2). 
Eine Abbildung aus 7T(Z) — T überführe nun die verschiedenen Punkte a, b, cin a’, b', c'. 
Dann muß sie also auch in T liegen, da 7 ebenfalls eine Abbildung enthält, die dies leistet. 


Damit ist Satz 2.8 bewiesen. 


$ 3. Das Axiom von Süss und die Eigenschaft (T 2). Über Unabhängigkeitsfragen. 
Erweiterung gewisser affiner Ebenen zu [M]-Ebenen. 


Für die Sätze 3. 1, 3. 2 dieses Paragraphen legen wir eine [M]-Ebene zugrunde mit 
einer Winkelvergleichung in der Stärke (I) bis (IV). 

Ist 9 ein freier Winkel, ist p ein vorgegebener Punkt und y ein vorgegebener 
Kreis durch p, dann gibt es nach 2. 8.2 Kreise £ mit (y£; p) € p. 

Definition. Es seien p und y freie Winkel, p ein vorgegebener Punkt und «3 p ein vor- 
gegebener Kreis. Ist dann ß ein Kreis durch p mit (aß; p) € p und ist y ein Kreis durch p 
mit (By; p) € y, soseig + y gleich der Winkelklasse gesetzt, die («y; p) enthält. 

Daß die Winkeladdition unabhängig von den Repräsentanten p, «, , y ist, zeigen 
die folgenden (für p' = p durch die Hilfssätze 2. 6, 2. 8 bereits bewiesenen) Hilfssätze 3.1.1 
und 3.1.2. 

Hiltssatz 3.1.1. Sind «, ß Kreise durch den Punkt p, sind «', ß' Kreise durch den 
Punkt p' und gilt («ß; p) = («’ß'; p'), so folgt (Pa; p) = (P'«'; p'). 

Beweis. Ist B€ «,, so ist also auch P'€ «,, was «€ ß, und «’ € ß,, impliziert. Im 
Falle ß$ «, gibt es ein r€ T(Z) mit («, ß, p)" = («', P', p'). Dies ergibt aber sofort die 
Behauptung. 
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Hiltssatz 3.1.2. Es seien «, ß, y Kreise durch den Punkt p, es seien «', ß’, y' Kreise 
durch den Punkt p' und es gelte (af; p) = («'ß'; p'), (By; p) = (B'y'; p'). Dann folgt 
(ya; p) = (ya; p'). 

Beweis. Ist ß€ «, und also auch ß’€ «,,, so gilt wegen 2. 8.2 und unter Benutzung 
von Hilfssatz 3.1.1 


(va; pP) = (yß; pP) = (y'P'; p') = (v'«; p)). 
Ist y€ 8, und also auch y’ € ß,,, so gilt 

(ay; p) = (aß; p) = (a’P'; p') = (a’y'; p'), 
was auch für diesen Fall die Behauptung ergibt. 


Sei nun ß$«,, y&, und damit #’€ «,, y’ ß,.. Dann gibt es Punkte qg + p und 
g’ +p' mit an ß = {p,g} und «’ nß’ = {p',g’}. Seien y,y’ die durch g€y €y, und 
gq’ € y’ € y,, eindeutig bestimmten Kreise. Es gilt («ß; p) = («'ß’; p'), (By; pP) = (P’y'; p') 
und ßry = {p, g}, Br y' = {p',g’}, letzteres wegen y$ ß, und y’ ß,,. Es seien nun 
a,a' Punkte mit a€ «— {p,g} und a’ € a«’— {p',g’}; es sei ferner rE T(Z) die Ab- 
bildung mit (p, q, a)’ = (p’,g’, a’). Dann ist also («ß; p) = («'ß’; p') und damit $" € Z,; 
wegen ß’ rn ß’ > {p’, gq’} ist weiter $" = f’. Sei jetzt b ein Punkt mit b € $— {p, q} und 
sei b’ = b'. Offenbar gilt dann b’ = b* € B* — {p", q’} = ß’ — {p', d’} und wegen 
(p, q, b)" = (p’, q’, b') ist weiter (ßy; p) = (#'y"; p'); damit hat man y' € y,, bzw. wegen 
y'ny'>{p',g’} sogar y' =y’. Zusammenfassend können wir schreiben: 


(*) (P, 9, ©, By)" = (pi, g’, a’, P',y')- 
Hieraus folgt: Ist y € «,, so ist auch y’ € a,,; damit gilt (ay; p) = («'y’; p'), was auf 


(ay; p) = («'y'; p') führt und wegen Hilfssatz 3. 1. 1 die Behauptung für diesen Sonder- 
fall bedeutet. — Ist 7 € «,, so ist y' $ &,.. Mit (*) hat man (ay; p) = (a’y’; p') und hiermit 
(@y; p) = (a'y’; p') nach 2.8.2, was nach Hilfssatz 3. 1.1 die Behauptung ergibt. 

Die freien Winkel werden vermittels der Verknüpfung „+“ zu einer Gruppe ® 
zusammengefaßt. Das neutrale Element dieser Gruppe ist der Nullwinkel. Das inverse 
Element — xy von x ist durch die Klasse, die ($«; p) enthält, gegeben, wenn (aß; p) € x 
ist: Aus x = (aß; p) folgt — x = (Pe; p). 

Wir zeigen jetzt, daß die Eigenschaft (T 2) zum Axiom von Süss äquivalent ist, 
wenn man über die folgende (gegenüber (T 1) schwächere) Eigenschaft verfügt: 

(T 1)* Sind a, b, c und a’, b', c’ je drei verschiedene Punkte, so gibt es mindestens eine 
Abbildung € T mit (a,b, c)' = (a', b', c'). 

Satz 3.1. Ist Z eine [M]-Ebene, die eine auf den Punkten dreifach transitiveGruppe T 
von Kreisverwandtschaften besitzt, so sind die folgenden Aussagen äquivalent: 

(4) (T2, 

(2) Axziom von Süss, 

(3) (Abgeschwächtes Aziom von Süss). Sind x, x’ verschiedene Kreise durch die ver- 
schiedenen Punkte s, a, so führt jede T-Abbildung, welche x» in sich selbst überführt und 
dabei die Punkte s und a einzeln festläßt, auch x’ in sich selbst über. 

(4) Es gibt einen Kreis x, und verschiedene Punkte s,, a, auf x, dergestalt, daß für 
jeden Kreis x' und für jede Abbildung r € T mit s,, au € x’ + %o, (%o So 4)" = (%o, So; A) 
stets #'" = x' ist. 

Beweis. Auf Grund von Satz 2. 2 folgt aus (1) die Aussage (2). Aus (2) folgt sicherlich 
(3) und aus (3) gewiß (4). Sei umgekehrt (4) erfüllt. Dann kann man (4) leicht vermittels 
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der Eigenschaft (T 1)* zu (3) erweitern: Sind nämlich x, x’ verschiedene Kreise durch 
die verschiedenen Punkte s, a und ist r€ T eine Abbildung mit (x, s, a)’ = (x, s, a), so 
betrachte man eine Abbildung o € T mit (x, s, a)’ = (%,, So, @,). Der Kreis x’ geht dann 
in x’ über. Wegen (x, s, a)” = (x, s, a)’ = (%,, So, 4,) ist nun (%y, So; a)" "(#84 Qu): 
Wegen (4) ist also (xy "= x, d.h. x" =x. 

Aus (3) folgt (2) (vgl. die Fassung von Satz 2.2): Sei « der Kreis durch a mit 
«€ x,. Dann ist «"=x«. Im Falle « = x folgt dies aus @ = x"=x=a; im Falle 
auns=sistenz=eena=s’=sund also a=a’€a’€x,, d.h. es ist ebenfalls 
«" = «. Wir können x’ + « voraussetzen, da sonst x" = «’ = «a = x’ ist. Wir wenden 
dann (3) an auf « als Grundkreis, der die Fixpunkte s’ =s, a* =a enthält. Wegen 
x #«@ und s,a€ x’ ist damit tatsächlich x" = «. 

Aus (2) folgt (1): Seien also «, £ Kreise durch einen Punkt p und sei r eine Ab- 
bildung aus 7 mit («, p)" = («, p). Dann ist 8" € 8, nachzuweisen. Dies ist klar im Falle 
P€«,, denn dann ist P€ a5r = «a, = ß,. Seialso na = {p,r}, r + p. Im Gegensatz 
zur Behauptung sei jetzt ß'n ß = {p,g}, gq + p, angenommen. Es ist g$ «: Im Falle 
q +r hätte man sonst ß = (pgr) = «. Im Falle g=r wäre {p,r}=ßna=f'nß, 
d.h. {p,r} = «r ß" wegen ß" + «' = «a; man hätte daher r" = r auf Grund von 
{p,r}=anß'=a'nBß" = {p',r'}. Mit (3) — angewandt auf den Grundkreis « 
und die Fixpunkte p,r — ergäbe sich dann ß* = ß entgegen der Annahme. — Mit s 
bezeichnen wir den Punkt r"; es ist also « n ß* = {p,s}. Es sei nun o eine Abbildung 
aus 7 mit (p, q,r)’ = (p, q,s). Wir haben dann (ß, p, r)” "=(ß,p,r). Nun ergibt (3) 
aber «”' = «. Hieraus folgt « = «" = «. Wir wenden jetzt (2) an auf « als Grund- 
kreis und auf die Abbildung o € T mit den Fixpunkten p,g; (2) ergibt 8° = ß. Da 
aber 8°" = ß war, folgt 8 = #° = ß" im Widerspruch zu ß n ß' = {p,g}. 

Satz 3.2. Gegeben sei eine [H]-Kreisebene Z, in der nicht alle Punkte auf einem 
einzigen Kreise liegen, und weiterhin eine Gruppe T von Kreisverwandischaften von & mit 
den Eigenschaften: 

(T 1)* Sind a, b, ce und a’, b', c’ je drei verschiedene Punkte, so gibt es wenigstens eine 
Abbildung r aus T mit (a,b, c)* = (a’, b’, ce’). 

(2) Abgeschwächtes Axiom von Süss (Eigenschaft (3) in Satz 3.1). 

Dann gilt (T 1)* in der schärferen Fassung (T 1). 

Beweis. Es seien p, q, r verschiedene Punkte. Dann zeigen wir, daß eine Abbildung 
te T mit (p,gq,r)’=(p,g,r) die Identität sein muß. Der Kreis durch die Punkte p, q,r 
sei mit & bezeichnet. Wegen («, p, q,r)' = («&, p,g,r) bleibt nach (2) jeder Kreis durch 
p, q und auch jeder Kreis durch p,r gegenüber r fest. Ist nun z ein Punkt € «, so ist 


{p, 2} = (pg2) n (prz) = (pgz)" n (pr2)" = {p, 2'}, 

d.h. es ist 2’ = z. Nach Voraussetzung können nicht alle Punkte von Z auf « liegen. 
Es gibt also einen Punkt z$ «. Führen wir nun die gleiche Betrachtung für die Punkte 
P, 9, 2 durch, die für p, q, r vorgenommen wurde, so erkennt man, daß auch jeder Punkt 
von & gegenüber r festbleibt. r ist also die Identität. 

In den von v.d. Waerden und Smid begründeten Geometrien läßt sich ein Winkel- 
begriff einführen, der den Eigenschaften (I) bis (IV) genügt und weiterhin 

(a) dem Peripheriewinkelsatz, 

(b) dem Satz über den Sehnentangentenwinkel, 


(e) der Eigenschaft (aß; p) = (Pa; g) für an ß> {p,g9}, pP #4. 





68 Benz, Über Winkel- und Transitivitätseigenschaften in Kreisebenen. 1. 


Wir wollen zeigen, daß jede der Eigenschaften (a), (b), (c) für sich — zu den Eigen- 
schaften (I) bis (IV) hinzugenommen — ergibt, daß % abelsch ist. Indem wir später eine 
[M]-Ebene angeben mit Gültigkeit der Winkeleigenschaften (I) bis (IV), in der ® nicht- 
abelsch ist, werden wir darauf geführt, daß keine der Eigenschaften (a), (b), (ec) aus den 
Axiomen (I) bis (IV) hergeleitet werden kann. 


Satz 3.3. Es sei & eine [M]-Ebene, in der eine Winkelvergleichung in der Stärke 
(I) bis (IV) gegeben ist. Dann impliziert jede der folgenden Eigenschaften die Kommu- 
tativität von ®: 

(a) Es seien a, b, c, d verschiedene Punkte eines Kreises x und es sei w ein nicht auf x 
gelegener Punkt. Dann gilt ((wecb) (wca); c) = ((wdb) (wda); d). 

(b) Es seien a, b, c, d nicht gemeinsam auf einem Kreise gelegene Punkte. Dann gil: 

((abe) (abd); a) = ((deb) (dca); d). 
(c) Es seien a, ß Kreise durch die verschiedenen Punkte p, q. Dann gilt 
(aß; p) = (Pa; g). 

Beweis. Wir zeigen, daß (b) aus (a) folgt, (c) aus (b) und aus (c) die Kommutativität 
von ®. 

(a) impliziert (b): Seien also a, b, c, d nicht gemeinsam auf einem Kreise gelegene 
Punkte. Dann konstruieren wir den Kreis £ durch b, d mit ((abc) (abd); a) = ((decb) &; d). 
Berührt £ den Kreis (acd) in d, so sind wir fertig. Wegen £ + (acd) können wir also an- 
nehmen £$ (acd)., was zum Widerspruch geführt werden soll. Sei &(acd) = {d,a’}, a’ +d. 


Es ist a’ auch +c, da sonst £=(bde), d.h. da sonst 0 = ((deb) £;d) = ((abc) (abd); a) sein 
müßte. Wir konstruieren noch den Kreis (a’cb). Dann ist also mit Hilfe von (a): 


((a’be) &; a’) = ((abe) (abd); a) = ((deb) &; d). 


Da (a’be), £ Kreise durch die verschiedenen Punkte a’, b sind und (deb), £ Kreise durch 
die verschiedenen Punkte d, b, so haben wir ((a’be) &; b) = ((deb) £; b) nach Hilfssatz 2. 5 
bzw. (&(a’be); b) = (&(dcb); b) nach Hilfssatz 2. 6. Axiom (III) ergibt nun (a’bc) = (deb), 
d.h. a’ € (deb) n (acd) = {c, d}, was bereits ausgeschlossen wurde. 

(b) impliziert (ce): Für & = ß ist die Aussage (c) trivial. Sei also «x + ß. Es sei a 
ein Punkt auf «, der nicht auf ß liegt; sei ferner b ein Punkt mit b€ $— «x. Auf Grund 
von (b) gilt dann: ((bap) (bag); a) = ((gpa) (gpb); p). Weiterhin gilt mit (b) auch 
((abp) (abg); a) = ((qpb) (qpa); g), was zusammengefaßt ((qpa) (qpb); P)= ((qpb) (qPa); q), 
d.h. die Behauptung ergibt. 

Aus (c) folgt die Kommutativität von W: Seien 9, y beliebige Elemente von ®. Wir 
können 9 #0 und » #0 annehmen, da sonst + y = y + 9 trivial ist. Seien «, ß 
verschiedene Kreise durch die verschiedenen Punkte p,g mit = (aß; p) und seien 
ß, y verschiedene Kreise durch p,gqg mit y = (ßy; p). Dann ist also + y = (ay; p). 
Mit (c) gilt weiterhin 

yrY=bhi;d+lPa;gd) = (ya;g)=(lay;p)=p+ y. 

Wie in [16] gezeigt, bilden die von einem festen Punkt w verschiedenen Punkte 
und die Kreise durch w (als Geraden aufgefaßt) eine affine Ebene. Es gilt 

Satz 3.4. Ist Z eine [M ]-Ebene mit einer Winkelvergleichung in der Stärke (1) bis (1V), 
so gilt in der aus & durch Auswahl eines beliebigen Punktes w entspringenden affinen Ebene 
E(Z; w) der Satz von Desargues'?). 


12) Unser Beweis dieses Satzes macht ausgiebig Gebrauch von der Eigenschaft (T 2). 








DE MP De a : a ee Sn aa a an 


S Fi 








1 








Benz, Über Winkel- und Transitivitätseigenschaften in Kreisebenen. 1. 69 


Beweis. Wir zeigen die beiden folgenden Eigenschaften, die bekanntlich!®) den 
Satz von Desargues implizieren: 


1) Sind p, q von w verschiedene Punkte, so gibt es eine Translation in E(2'; w), die 
p in q überführt. 

2) Gegeben seien drei untereinander und von w verschiedene Punkte p, g, r derart, 
daß w, p, q,r konzyklisch ist. Dann gibt es eine Dilatation in Z(Z; w), die p festläßt 
und die g in r überführt. 

Zu 4): Wir können p =++q voraussetzen. Ist dann r ein nicht auf (pgw) gelegener 
Punkt und ist &£ der durch r gehende, (pqw) in w berührende Kreis — also die Parallele 
durch r zur „Geraden“ (pg) in E(2; w) —, so sei unter s derjenige Punkt + w von & 
verstanden, der auch auf der Parallelen 7 zu (rp) durch g gelegen ist. Ein solcher Punkt s 
existiert, da sonst g&E n€£&,„, d.h. n = (pgw) sein müßte, was wegen n€ (rpw). auf 
r€(pgw) führte. Man hat s #r. Es sei dann r diejenige Abbildung aus 7(Z), für die 
(w, p,r)’ = (w, q, s) ist. r ist Translation in E(Z; w), die also p nach g überführt: Man 
hat (wpg)” = (wpg). Es ist nämlich ((wpr) (wpg); w) = ((wgs) (wpg)'; w) wegen € T(2); 
da aber auf Grund von n€(wpr)„ auch ((wpr) (wpg); w) = (wgs) (wpg); w) ist, gilt 
(wpg)" € (wpg)„, d. h. (wpg)" = (wpg) wegen w, q € (wpg)' n (wpg). — Für einen beliebigen 
Punkt t + w ist £=+ 1" und weiter (wit’)” = (wtt’). Dies ist für = p klar. Seit+p. 
Wegen (wpg)" = (wpg) und w" = w ist (wpt)" € (wpt)„ nach (T 2). Im Falle i* = t wäre 
also (wgt) = (wpt), d.h. t€ (wpg); setzt man in (T 2) wiederum & = (wpg), den dort 
benutzten Punkt p hier gleich w und f = (wir), so wäre also (wir)" € (twr)„, d.h. 
(wts) = (wir), d.h. t€ (wrs), was t € (wpg) n (wrs) = {w} ergäbe. Weiterhin erkennt man 
mit Hilfe von (T 2) auch (wtt’)” € (wtt”) „; wegen w, 1" € (wtt”)" m (wtt*) ist also (wtt”)" = (wtf). 

Sind u, v verschiedene Punkte + w und ist u der Kreis mit u” € „ € (wuv)„, so gilt 
v’€ u: Setzen wir « = (wuu’), ß = (wur) in (T 2) und den dort benutzten Punkt p 
hier gleich w, so kommt (wu’v’) = ß' € B„ = (wur)„. Es ist also au = (wu’v’) und 
damit v’ E u. 

Zu 2): r sei die Abbildung aus 7T(2), für die (w, p, g)" = (w, p, r) ist. r ist Dilatation 
in E(Z; w), die also die gewünschten Eigenschaften hat: Ist u ein Punkt + p, w, so ist 
u’ =u, da sonst r drei Fixpunkte hätte, was r=v, d.h. g=r bedeutete. Es ist u” €(wpu) 
für u + w, p; dies folgt aus ((wpg) (wpu); p) = ((wpr) (wpu'); p)= ((wpg) (wpu‘); p). — 
Sind u,» verschiedene Punkte + w und ist u der Kreis mit u’ € u € (wuv),, so gilt 
v" € u: Dies wird im Falle u + p wörtlich wie unter 1) über (T 2) bewiesen. 

Der nun folgende Satz sagt über die Erweiterung von affinen Ebenen zu [M]- 
Ebenen aus. 

Satz 3.5. /Isei eine affine Ebene, g sei eine fest ausgewählte Gerade von II und 0,1 
seien fest ausgewählte verschiedene Punkte von 9. Zur Menge p der Punkte von II fügen wir 
einen neuen Punkt oo hinzu; wir schreiben B = p u {oo}. Der Punkt oo soll zu jeder 
Geraden hinzuadjungiert werden; ist eine beliebige Gerade (etwa a) gegeben, so bezeichnen 
wir die aus der Geraden durch Hinzufügung des Punktes oo entstehende neue Punktmenge 
(hier a u {oo}) — soweit einfach möglich — durch den entsprechenden kleinen griechischen 
Buchstaben (hier «); insbesondere ersetzen wir g v {oo} durch y. 

Es sei ferner T eine Gruppe von eineindeutigen Abbildungen von ® auf sich mit den 
Eigenschaften: 

(*) Sind a,b, c verschiedene Punkte aus ®, ebenso a’, b', c', dann gibt es mindestens 

eine Abbildung teT mit a =ad,b"=b, “=c. 
1) Siehe E. Artin [1], S. 58ff. — Übrigens ergibt Axion (IV) in Verbindung mit Hilfssatz 2. 5 und 
Axion (III) a) ebenfalls den affinen Satz von Desargues in E (Z; w), der ja den Desarguesschen Satz zur Folge hat. 
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(**) Ist [ eine Gerade, ist r eine Abbildung aus T mit = oo und ac, (', 
1Ter=Iv {oo}, dann folgt y' =. 
(***) Ist r eine Abbildung aus T mit o', 0", 1" € y, dann folgt y' = y. 

Definiert man jetzt eine Kreisebene 2 dadurch, daß man die Punktmengen y', € T, 
als Kreise auszeichnet, so bildet Z eine [M]-Ebene, in der die um den Punkt oo vermehrten 
Geraden von II speziell die Kreise durch oo sind. Die Abbildungen von T sind weiterhin 
Kreisverwandtschaften. 

Beweis. Zunächst zeigen wir, daß durch drei verschiedene Punkte a,b,c von % 
genau ein Kreis geht. Ist r eine Abbildung von 7, die oo, 0, 1 nacheinander in a, b, c 
überführt, so ist gewiß y" ein Kreis mit y"3a,b,c. Angenommen nun, es gäbe einen 
Kreis y’ =+ y" mit y’3a,b,c. Sind u, v, w die Punkte von ymit " =a,v’’ =b,w =«c, 
so ist oo" — u, 0 on, 1e'— w, was mit (***) y’°"' = y bedeutet. Also ist y" = y’, 
entgegen der Annahme. Wir beweisen jetzt das Reichhaltigkeitsaxiom: y ist ein Kreis 
wegen y = y”, v die Identität von 7. Die Gerade y — {oo} enthält aber nicht alle Punkte 
der affinen Ebene II. Ist p ein Punkt mit p €p — (y — {oo}), dann sind &,0, 4, p vier 
verschiedene Punkte, die nicht gemeinsam einem Kreise angehören; gäbe es nämlich 
einen Kreis y® mit 923 ©0,0,1,p, so wäre wegen yrı y23 ©,0,1 nach dem zuerst 
Bewiesenen y = y® und also doch p € y— {oo} wegen p + oo. — Wegen |» | = | y* | 
für alle v€ 7 sieht man, daß jeder Kreis wenigstens drei verschiedene Punkte besitzt. 

Ist a eine Gerade von II, dann ist gewiß «=au {oo} ein Kreis: Sind nämlich 
@,, 04, zwei verschiedene Punkte von a und ist r eine Abbildung aus 7 mit oo" = , 
0" = a, 1" = a,, so ist wegen (**) das Bild y’ = «. Ist y* ein Kreis durch , so ist 
y' — {oo} eine Gerade: Seien oo,r,s verschiedene Punkte von y’ und sei [ die Gerade 
durch r, s. Ist dann r, eine Abbildung aus 7 mit ©" = &, 0" =r, 1" =s, so ist — 
da durch drei verschiedene Punkte genau ein Kreis geht — y’' = y*. Nach (**) ist 
aber y" = 4A. 

Bevor wir den Berührsatz beweisen, sei gezeigt, daß jede Abbildung r aus T eine 
Kreisverwandtschaft darstellt: Ist y* ein Kreis, dann wird er durch eine beliebige Ab- 
bildung o € T in (y*)” = y" — also wieder in einen Kreis — überführt; ist weiterhin 
p€e® ein Punkt mit p$y”, dann ist auch p”&y"”, da sonst p’ = g”, g€y, und also 
p = g" €y" wäre. 

Zum Berührsatz! Ist y’ ein Kreis, sind p, q Punkte aus ® mit p € y”, q$ y‘, dann 
gibt es genau einen Kreis y? durch p, g, der mit y’ nur einen Punkt p gemeinsam hat: 
Da — wie bewiesen — jeder Kreis wenigstens drei verschiedene Punkte enthält, gibt es 
Punkte c,, cz; #c, auf y", die von p verschieden sind. Es sei r, eine Abbildung aus 7 
mit (00,0, 1)" = (p, c,, 6,). Dann ist y’ =y":. Durch das Urbild g’: ' von q gegenüber r, 
geht nach dem Parallelenaxiom ein Kreis, der mit y nur den Punkt oo gemeinsam hat. 
Ist dieser Kreis durch y” gegeben, so enthält der Kreis y°" die Punkte p und g; weiterhin 
ist y’ny" =p. Gäbe es nämlich noch einen Punkt r € y’’: n y": — {p = oc}, so 
wäre rı "€ y’ mn y— {oo} = 9. Einen von y”": verschiedenen Kreis durch p,g, der mit 
y' nur den Punkt p gemeinsam hat, gibt es nicht: Angenommen, y° wäre doch ein solcher. 
Vermöge der Kreisverwandtschaft 7; '€ 7 geht y'=y" in y über und y? in y?" '. Wegen 
p € y? ist oo = p": "€ 2’, Daher ist y= "— {oo} eine Geradea. Da a aber keinen Punkt 
mit y gemeinsam hat (das Abbild eines solchen Punktes gegenüber r, läge nämlich auf 
y"ny°) und da g" '€a ist, muß y="=au {oo} = y’ sein nach dem Parallelenaxiom 
in IT. Es ist also y® = y”": entgegen der Annahme. 

Wir geben jetzt ein Beispiel einer [M]-Ebene an, in der eine Winkelvergleichung 
(I) bis (IV) eingeführt werden kann, in der die Winkelgruppe ® nichtabelsch ist. 





Benz, Über Winkel- und Transitivilätseigenschaften in Kreisebenen. I. 71 


Tits [16] entnehmen wir folgendes Ergebnis: R, sei der Restklassenkörper mod 5. 
Definiert man dann auf der Menge F = R,x AR, der Paare von Elementen aus A, Addition 
und Multiplikation durch 

(a1, 03) + (b1, 5.) = (a, + 5,0, + b,), 
b,— azb,, aabı + (a, — a,) b,) 
u, Jr 203, A4adı 1 2) 02 
(a a2) (di, du) 0 + (a, — a,) ba, azbı — a,b,) 
€ {1,4} 

‚en 2 ’ 

für 1 — a, +0 le (0, 2,3} ’ 


so bilden die eineindeutigen Substitutionen von F u {oo} auf sich 


ax +b für zeF 

oo x = 00 
a(x+c)’ +b zeF, + —c 
y(z) = 00 für zeF, = —c 
b x=oo 


y(2) = | 


eine minimal dreifach transitive Gruppe 7 auf F u {oo}, wenna,b,c€F,a + (0,0) und 


a’ = (a,, 4,)' = ( Ze) 


gesetzt ist. 

F ist, wie man leicht nachprüft, ein vollständiger Fastkörper, dessen Zentrum A, 
(eigentlich (R,, 0)) ist. F genügt nicht ausnahmslos dem kommutativen Gesetz der Multi- 
plikation und auch nicht durchweg dem linksseitigen Distributivgesetz (a+b)ce=ac+be. 
a a’ ist ein involutorischer Automorphismus der multiplikativen Gruppe F* von F, der 
der weiteren Bedingung (a’ + 1)’ = —(a + 1)’ +41 füra #0, —1 genügt. 

Mit diesem Resultat gehen wir in unseren Satz 3.5 ein, indem wir dort für die 
Ebene IT die affine Ebene über R, nehmen. Die Punkte a = (a,, a,) von // seien mit den 
Elementen von F identifiziert. Unter der Geraden g sei die Gerade aller Punkte (x, 0), 
zE R,, verstanden. 0 =(0,0), 1 = (1,0) seien die fest ausgewählten Punkte von 9. 
Wir haben also (**) und (***) nachzuweisen. Zu (**): Es sei I eine Gerade und r eine 
Abbildung aus T mit oo"= oo und oo, 0’, 1’€ A =1v {oo}. Wegen oo" = oo ist r 
vonder Formy=axr+b,a+0, a,bEF.Esist also 0" =b, 1'=a+ b. Die Gerade! 
ist dann durch alle Punkte z mit <= x(a+b) +(1— x)b, xE R,, gegeben, d.h. 
also durch alle Punkte x = ya+b, xE€ R,, wenn man beachtet, daß AR, das Zentrum 
von F darstellt, daß also (1 — y)b =b(1 — x) =b—bxy =b— yb ist. Damit ist aber 
tatsächlich A = y". Zu (***): Sei r eine Abbildung aus 7 mit oo', 0”, 1"€y. Zu zeigen 
ist y’= y. Wir können 00° + oo annehmen, da der Fall oo = oo unter (**) bereits 
miterfaßt ist. Dann ist r von der Form 

a(z+c)’+b zeF, s#—c 
y=- oo für = —c j 
b z= © 


a,b,ceF,a=+0. Weiter isst o'"=5b,"=ac+bfürce+0 und =» fürc=(, 
F=al+o +bfüre$—Aiund = ofürc=—1. 
1.Fall: ce +0, —1. 


Wir haben also b, ac’ + b, all + c)’ +b € R, wegen oo’, 0*, 1"€y und oo + oc", 
0”, 4". Es ist ac’, all + ce)’ € R, und weiter [man beachte (c’')-! = (c’})’ für c #0, da 
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1=(ce!)' =c’(ert)’ist | (e})’ artER,,d.h. R,dKet)’ artall+c) =(e!+1) =1/(e!+1). 
Hieraus folgt er! +1 ER,, d.h. cER,. Aus cE R, folgt € € R,, was mit ac’ € R, auf 
ae R, führt. Damit ist a(x+ ce)’ +bER, für alle y mit —c + gER,.. 

2.Fal:c= —1. 

Wir haben b,— a+bER,, d.h. aER,. 

Auf Grund von Satz 3.5 bildet also F u {oo} eine [M]-Ebene. Sie besitzt eine 
Gruppe 7T von Kreisverwandtschaften, die der Eigenschaft (T 1) genügt. Es gilt auch 
(T 2). Zum Beweise benutzen wir Satz 3. 1, indem wir die dort genannte Eigenschaft (4) 
für %, = Y, Ss = ©, A, = 0 nachweisen. Sei also x’ ein Kreis + y durch &,0 und 
sei r eine Abbildung aus 7 mit (y, &, 0)" = (y, ©, 0). Wegen oo" = oo ist r von 
der Form y = ax + b, a + 0; wegen 0” = 0 und 1” € y auf Grund von y’ = y ist 
nun y = ax, a€ R,. Diese Abbildung überführt aber den Kreis x’, der vermittels 
{oo,2|x = og, o€ Ry} (q ein’von 0, oo verschiedener fester Punkt von x’) dargestellt 
werden kann, in sich. 

Wir bestimmen die Winkelgruppe ® in unserem Beispiel: Sie kann nach Axiom 
(III) durch die Winkel (y«; 0) repräsentiert werden, wo « alle Kreise durch O0, oo durch- 
läuft. Die sechs verschiedenen Kreise y und &,i = 0,1,2,3,4, durch 0, oo können in 
folgender Weise angegeben werden: 


Y, &% = (oo O(i,1)), i=0,1,2,3, 4. 


Die Winkel (yx; 0) beziehen wir nun eineindeutig auf die Elemente (1), (12), (13), (23), 
(123), (132) der symmetrischen Gruppe ©;: 


re (1), za (123), u Basis (132) Mn Saite (12), Aa (13), u ad (23). 
Die Gruppe ® ist isomorph zur symmetrischen Gruppe ©;: Wir setzen 


(ya; 0) + (y0;; 0) = (yE; 0) 
und haben also 
(ya;; 0) = (18; 0) 


nach £ aufzulösen. Wir überführen dazu oonach &, O nach O und 1 nach (t, 4): y= (1, 1) x. 
Der Kreis y geht in «; über und «,;, muß dann in & übergehen: 


2, = (01 (,1)>(01 1,1) =E. 


Es ist nun 


y für i=j€{2,3,4} bzw. für i,j€ {0,1} mit i+j 


J&j41-; für i€ {2,3,4}, j beliebig + i 


ji 





&;-ı für ve {0,1}, j beliebig #1 —i, 


\ j+i-1 
woraus leicht ® — ©, zu entnehmen ist (die Indizes sind mod 5 zu berechnen). 

Da die Gruppe ©, nichtabelsch ist, sieht man mit Satz 3. 3, daß in dem angegebenen 
Beispiel weder der Peripheriewinkelsatz noch der Satz über den Sehnentangentenwinkel 
erfüllt ist. 
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Wir schließen $3 ab mit 


Satz 3.6. Es sei Z eine [M]-Ebene, in der eine Winkelvergleichung in der Stärke 
(I) bis (IV) gegeben ist. Dann existiert ein involutorischer Antiautomorphismus 9>gp von ® 
auf sich derart, daß aus (aß; p) = 9 stets (Ba; q) = 9 für sich in verschiedenen Punkten p, q 
schneidende verschiedene Kreise «, ß folgt. 


Beweis. Ist 9 ein freier Winkel + 0, sind «,, ß, verschiedene Kreise durch die 
verschiedenen Punkte p,, gu mit (&ßo; Po) = 9, so sei p der freie Winkel mit 
9 = (ßo%; 90). Diese Konstruktion ist unabhängig von den speziellen Repräsentanten 
&%, Po: Po» 90: Wir haben zu zeigen, daß aus (@,ß,; Po) = (af; pP), an ß = {p,g} folgt, 
daß (P,%&o; 90) = (Pax; g) gilt. Seien zum Beweise a,, a Punkte mit 0, € u — B,,a€ x—ß, 
re T(Z) die Abbildung mit (p,, 90, @,)" = (p, q, a). Dann folgt aus 


(aß; pP) = (&Pßo; Po) = (aoßo; Po) = (@Po; P) 
zunächst ß, € ß,; wegen p, g€& Br ß ist also A, = ß. Damit ist 
(Bo%; 90) = (Ba; %) = (Ba; g). 


Dem Nullwinkel 0 sei zugeordnet 0 = 0. Offenbar ist $ = p. Weiterhin ist 9> 9 
eine eineindeutige Abbildung von ® auf sich: Jedem gEW ist eindeutig ein Bild 
pEW zugeordnet. Sind 9,, 9, verschiedene freie Winkel, so folgt 9, + 9,; aus 9, = 9 
folgte 9, = 9, = 9, = 9, Zu jedem freien Winkel y gibt es ein g mit 9 = y; man 
setze =y.Esgitt +9 =9Yy+ 9 für alle 9, y aus W. Dies ist klar für 0 € {p, y}. 
Seii@=+0,9=+0. Dann gibt es verschiedene Punkte p, q und Kreise «, ß+a, y+ß 
durch p,qg mit = (aß; p), y=(Py; p). Damit ist + y=(ay; p) und folglich 
P+yY=(ya;g). Wegen 9 = (Ba; g), y=(yß;g)hatmany+py=yu)=Pp+y. 

Für das betrachtete Beispiel ® = ©, ist also der involutorische Antiautomorphis- 
mus 9—> 9 gewiß nicht die Identität, da sonst W abelsch sein müßte. 


Daß der Antiautomorphismus 9—> 9 involutorisch ist, kann man sich zur Ver- 
pflanzung eines Winkels in irgendeinen vorgegebenen Punkt zunutze machen: Sind 
paarweise verschiedene Kreise «, ß, y durch den Punkt p gegeben mit an ß = {p,gq}, 
P#q4,Bny={pr},p +r,yna= {p}, so folgt mit 9 = 9, 9 = (aß; 9) die Aussage 








(aß; g) = (aß; q) = (Pa; p) = (Pr; p) = (yP; r). 
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Singularities of Solutions to the Wave Equation in 
Three Dimensions. 


By R. P.Gilbert at Pittsburgh (Pennsylvania, U.S.A.). 





Resume. 


Die Singularitäten dreidimensionaler, von einem Whittaker-Bergmanschen Operator 
erzeugter Wellenfunktionen werden an Hand einer Erweiterung eines Begriffs unter- 
sucht, der zuerst von Hadamard (im Beweise eines berühmten ‚Satzes‘ über die Multi- 
plikation von Singularitäten) eingeführt worden ist; die Erweiterung ist vom Verfasser 
bereits zum Studium harmonischer Funktionen in drei Dimensionen entwickelt worden. 
Obwohl von recht allgemeinem Charakter, erweisen sich die erzielten Ergebnisse als oft 
schwierig anwendbar, weshalb einige einfachere Analogien für bestimmte Typen von 
Wellenfunktionen ebenfalls entwickelt werden, namentlich axial-symmetrische Funktionen 
und solche, die mit Stieltjes’ Verfahren dargestellt werden. 


Abstract. 


The singularities of three-dimensional wave functions generated by a Whittaker- 
Bergman operator are investigated by means of an extension to a concept used originally 
by Hadamard (in the proof of his celebrated theorem on the multiplication of sing- 
ularities), which was previously developed by the author for the study of harmonic 
functions in three dimensions. The results obtained though quite general are often difficult 
to apply, hence some simpler analogies for special types of wave functions, axially 
symmetric ones and those developed by Stieltjes’ method, are also developed. 


I. Introduetion. 
The four-dimensional Laplace equation 
_:9® 
Do =. ga: =(, 
becomes the wave equation in three dimensions, 
ı 98 _? 9b 1 9%® 


oe ce 


„=1 


Ab — 0, 





when the variable x, is replaced by ict. Consequently, any investigation of the singu- 

larities of solutions to one equation results in a study of singularities of solutions to the 

other equation, when the arguments are continued to complex values. Solutions to 

D® = 0, may be constructed by a modified form of the Whittaker operator [1], [2], [3]. 
10* 
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This operator transforms functions of three complex variables F(r, u, v), into harmonic 
functions of four variables!). 

HR = BF, Lu 1, X) =- Za| [Fr 5 
ih, 


vu 


a 1 „#i 1 1 1 1 
nfit-mlsst)enfhende) 


|X— X | <e, ie (2, Ig, %y, 2); = (21; 23, 23, 2), 


where 


where L, and L, are closed differentiable arcs in the u and v planes respectively, and 
e >0 is sufficiently small. 

One may realize how this operator transforms the functions F(r, u, v) into the 
harmonic functions H(X), by first considering the generating function for the homo- 
geneous, harmonic polynomials of degree n, defined by 


N ur id 1 Br 1 \]r 
= [ia (1 -.)-iu (+5) +% (>-;) +23 (1 + )| 
= 5 H»!(X) ut vo. 

k,i=0 


The H%'(X) are linearly independent polynomials, which form a complete system 
[4]. Consequently any harmonic function H(X) regular about X = 0, may be expanded 
in terms of these polynomials. Furthermore, from their generating function, it follows that 


—41 dv du 
k,l a N ,,k „I 
H%!(X) = 1? In 
L,L, 


where the paths of integration are taken to be unit circles. 


A reciprocal Whittaker operator may be obtained, such that given a harmonic 
function H(X), one may construct a function F(r, u, v). In contrast to the three-dimen- 
sional case the function F(r, u, v) will not be identical with the one which generated 
H(X) [5]. To do this we introduce the surface harmonics 


H»ı(X 

ng (0,, 0,, p) = - nn 
& =0 089, 
% = o sin ®, cos ®,, 
% = o sin 6, sin 0, cos p, 
%, = o sin 6, sin ®, sin @, 

and 
o>0, 0<s0j sa j=1,2), 0sp<=2n, 


which form a complete set of orthogonal functions on the unit hypersphere. Using the 
generating function rewritten in hyperspherical coordinates as 


1 EL UN OT u 
kl 


1) This notation has been adapted after S. Bergman; see references [2] and [3]. 
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we construct the kernel 


- zZ 2m +1) (7) (o1"s440, 0, u tot. 


n=0 b1=0 
Now, because of the orthogonality relations over the hypersphere 
(') 
ur I 
SElgEN d2 = Örr Öy - , 
n 


2 


(where d2 = sin?9,sind,d$, d0,dp) we see that 


zu — or)? = (7 
2 


Consequently, given a harmonic function 


© 


HSV M-E Zanı (7) er 02 9) 


n=0 ki=0 
one may generate the function 
© n n 
F(o, u, v) =53 Zuarı () or u-ku-! 
n=0 kl=0 


by the integral operator 





1 Vee, d,, 6,, 
n? (1 — or)? 
[+ 





F(o, u, 0) = 5 N an. 


II. Singularities of Four-Dimensional Harmonie Funetions. 
In a previous paper, the author proved the following theorem: 
Theorem 1. If 2 = E {S(x,, %,, 23, u) = 0} is the singularity manifold of fit, u), 
then 
1 du 
H(x,, X, 3) = AG u 
L 
(where L is the unit circle) is regular at (x,, &,, X) providing this point does not lie simul- 
taneously on the two surfaces 
$(z,, X, I, u) u 0, 
and 


0 
du (2, %y, %y,U) = 0. 


In this section a similar result will be obtained in the case of four-dimensional 
harmonie functions. 
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Theorem 2. Let Z? = E{S(X, u,v) = 0} be the singularity manifold of 2 F(t,u,v), 


H(X) = — u: end 


is regular at X € C* (where C* is a region in the ideal, Euclidean four-space, that is the 
four-dimensional space of complex points), providing X € on the “envelope” of S(X, u, v) = 
Proof. The proof of this theorem closely parallels the one for Theorem 1. As before 
we consider the analytie continuation of H(X) along a curve I'(X) € C* starting at the 
origin (0, 0, 0,0). 
The integral representation of 


H(X) = - fe ae 


L, 


then 


(where L,, and Z/, are taken to be unit circles) will remain the same if either integration 
path is continuously deformed in such a manner so that at no time they cross a singularity 


of — F(t, u, v). Therefore, we may write H(X) as 
H(X) = R fr u,v) — ” > 


where ZL, and L, are new integration paths RS by observing the above precautions. 

Since r is dependent on X, the singularities of the integrand move in the u and v 
planes as H(X) is continued along I'(X). Now, as long as we can avoid crossing such 
a singularity by deforming either Z, or Z,, we may still be able to continue 4 (X) further. 
For instance, in order to avoid crossing an advancing singularity in the u-plane, we may 
suitably deform the contour L,. However, we must be sure that in doing this no singu- 
larity in the v-plane crosses L,. 

Let us assume that we have been able to continue 7 (X) to the point X’, and let 
us consider the singularities of the integrand for X = X’; these singularities may be 
represented implicitly by 

S(X',u,v) =0. 


Let us suppose there is a singularity at u=«, and one at v = ß, which ZL, and ZL, 
respectively are in danger of crossing. By expanding S(X’, u, v) in a double Taylor series 
about (x, ß) one obtains 


a 08 
S(X',u,v) = — 


025 025 025 
+z [u + u RA tet 


Now, unless the first variation of S(X’,u,v) vanishes at (x, ß), S(X,u,v) may be 
approximated as 


0 0 
S(X, u, v) = (u— «) Em + (v — ß) = 


in a bieylindrical neighborhood of («, ß), 


lu—a|<a, |e—Pß|<e. 
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In this case it is always possible to choose a secant to the circle | u — « | = 3 not passing 
€ 
ei 
such that S(X, u,v) #0 on those portions of the secants inside the respective circles. 
It follows in this case, that we may deform the paths L, and Z, so that they follow the 
secants about the singular point («, 8) and thereby continue 4(X) still further. The only 
possible singularities of H(X) are therefore, those values of X satisfying simultaneously 


S(X,u,v) =0, 


through u = «, and a secant to the circle |v — $ | = —* not passing through v = ß, 


and 


0 . 988, 
utrmrW)=d, 


where v = z(u) is an arbitrary relationship between u and v. This completes our proof. 

Using the language of real geometry we may say that unless we are in the neigh- 
borhood of the envelope e(X) = 0 to S(X, u,v) = 0 [in which case there are an infinite 
number of such surfaces tangent to e(X) = 0] we may avoid crossing these singularities 
by deforming L, or L,. 


III. Singularities of Certains Types of Wave Funetions. 


If in Theorem 2, the coordinate x, is replaced by ict, the corresponding result for 
wave functions is obtained. This result, though quite general, is often difficult to apply. 
Hence, in this section some simpler analogies for certain special types of wave functions 
will be discussed. 


A. Singularities of Stieltjes’ Solutions. 


If &,, 2, %, and x, = ict, are replaced by the following, 


% =8c08s® cos p, 
% =sc08® sing, 
% =ssin® cos x, 
it =ssin® sin x 
the wave equation may be written in the form 
Bd 308 1 1 9® & 1 0% D 
oO "5 05 | Ss 90% | S2cos,20 dp! 
1 02® cot 9—ton © ö® 
+ s?sin?O 0x? * s? 772 











=(. 





Setting u = cos (20), elementary solutions of degree 2n may be found having the form [6] 
8 — s”"O (u) eimotipz 
where ©(u) satisfies 


a et + a] 





O(u) then is the hypergeometric function 


[1 ? mi 
(+)? d-m®r(n+14 2, ua 1, P+4 78), 
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which becomes the associated Legendre function P# (cos 20) when m = p [6]. We realize 
therefore, if V(r, 6, 9) is a harmonic function V(s?, 26, ® + x) is a wave function. The 
harmonie functions regular at the origin are obtained from the Whittaker-Bergman 
operator [2], [3]. In spherical coordinates this operator may be written as [5] 


Vin, = Bull, Po) = zur [Mm SE, 
L 


ei 
vr 
IP—P,| <e, P=(r,®, p), P,=(r, du Po); 
where ZL is a closed differentiable arc in the u-plane, and e > is sufficiently small?). 
Hence, we state without proof the following result which is an immediate extension of 


Theorem 1. 
Theorem 3. Let 


u 
eir 











vr eos 0 +7 sin 0 


D(s,0,9, x) = V(s?,20,9+ x) 
(where s®® = 27 + 23 + 23 — ct?) be a wave function obtained from a Whittaker-type ope- 
rator, that is 


1 d 
V(s®, 20, + x) — Ini few 
L 


u eit#+x) 





= 2 cos 20 + — sin 20 





1 





eite+x) u 
and I, is the unit circle, etc. Furthermore, let 
Zı=E{G(s, 0,9, x|u) = 0} 


be the singularity manifold of 2 f(r, u), then ®(s, 6, ®, x) is regular at (s, 6, ®, x) pro- 
viding this “point” does not lie simultaneously on the two surfaces 

G(s, 6, B, X | u) = 0, 
and 

8(s, 0,9, x|u) =0. 


Having reduced the problem in this case to the study of harmonic functions many 
interesting results are immediately obtainable from the existing literature. 


B. Singularities of Axially Symmetrie Wave Funetions. 


In cylindrical coordinates the wave equation becomes 
02D 1 08 1 8® 02 1 9® 
LET Tr rar? Br Be 
A particular solution of this equation which represents a wave function symmetric above 
the x, axis is [6] 


=(. 


1 du 
D(o, P, %y, t) . Iri fr« T) u’ 
- L 





2) From Heine’s integral representation for the associated Lengendre functions [7] 


41 nm du - n! n pm img 
er ee Gral" P,„ (cos 0) e 
L 


(where L is say the unit eircle) it follows that if V (r, 0,®) is regular at the origin it may be generated from a 
oo +n 


funetion of two complex variables of the form f(r,u) = $ Tu. 
n=0 m=—u 
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where 


e-:+2. (+). e-1+3- (u), 


u 


and Z is the unit circle. The general locus for the singularities of the integral may be ex- 
pressed as 


?(o,r) =G(e, 9, 23, t | u) =. 
Hence, we may again extend our result of Theorem 1 to include this case. 
Theorem 4. Let 
z’= E{G(e, 9, %y, t | u) = 0} 
be the singularity manifold of Fr (o, r), then 


1 du 
D(o, 9, 2,1) = ar/Fo 0 
i 
is regular at (o, 9, &;, t) providing this “‘point’’ does not lie simultaneously on the two surfaces 


G(e, 9, %y, I | u) = Y(o, T) _ 0, 


and 
0G _Oy da Gy Or 
E Wet "DE TE > Th 
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Einige Abschätzungen für Abschnittsbasen. 


Von Erich Härtter in Mainz. 





Die vorliegende Arbeit zerfällt in zwei Teile. Im ersten Teil werden Abschnitts- 
basen für endliche Abschnitte der Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen betrachtet, 
währenddem der zweite Teil eine Verallgemeinerung dieser Fragestellung auf endliche 
Mengen von Gitterpunkten (Vektoren) von zwei und mehr Dimensionen enthält. Dabei 
ist der zweite Teil, was die Beweisführung anlangt, vom ersten unabhängig. 


I. 
1. Definitionen. Die (endliche) Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen {0,1,2,...,n} 
bezeichnen wir abkürzend mit [0, n]. 
Definition 1. Seien n und h natürliche Zahlen. Unter einer Abschnittsbasis derOrdnung h 
für n verstehen wir eine Menge A=[0, n] mit der Eigenschaft 
KA>2[0,n], 
d.h. jede Zahl z€[0,n] ist als Summe von k Summanden aus W darstellbar. — Die 
Anzahl der von 0 verschiedenen Elemente in X bezeichnen wir mit A(n). 
Definition 2. Seien h und k gegebene natürliche Zahlen. Sei n,(k) die größte natürliche 
Zahl, so daß es eine Abschnittsbasis A der Ordnung h für n,(k) mit 
A (n,(k)) =k 
gibt. Eine solche Abschnittsbasis nennen wir eine zu n,(k) gehörige extremale Abschnittsbasis 
(Rohrbach [1], Stöhr [2]). 


2. Die Folge der Zahlen n,(k) bildet für festes Rund k =1,2,... eine monotone 
zahlentheoretische Funktion. Offenbar ist n,(1) =h und n,(k) =k. Ferner zeigte 
Stöhr [2] 

h®+6h+i1 

(1) n.(2) = Arzt i 
Im übrigen sind für n,(k) Abschätzungen bekannt. Wir wollen hier nur Abschätzungen 
nach unten betrachten. Man gewinnt diese durch Konstruktion geeigneter Abschnitts- 
basen der Ordnung A, die k positive Elemente enthalten. So bewies Rohrbach [1] 


(2) n(k) > (+) für k>h>23 


und im Spezialfall A=2 für k>2412 und k =(0 (mod 2) 


(3) nk) 2 +2k—y, 
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wobei y = 6 bzw. 7 ist, je nachdem k = 0 oder 2(mod 4) ist, und für k >43 und 
k = A(mod 2) 
(2 + k— 
_247 237 185 157 153 M 
a m 2°: a. 
9, 11 (mod 12). 
Wir wollen hier eine Rekursionsformel herleiten, die es gestattet, aus einer Ab- 
schätzung für die Funktionswerte von n,_,(k) eine Abschätzung für n,(k) zu finden. 


bezüglich zu setzen ist für k =1, 3, 5, 7, 


3. Rekursionsformel. Sei schon gezeigt, daß es eine Abschnittsbasis A,_, der Ordnung 
h— 1 mit u positiven Elementen für die Zahl 


NZ M-ılu) (k>2,u2u._, >0) 
mit einer positiven Funktion 9,_,(u) gibt!). Dann bildet 
A, =U- v {Nı-ı +1, 2N,-ı +4, 3N,-1ı +7, 4N,-ı +10,..,8(N,_, +3) — 2} 
= W_ıV {z = — 2 (mod N,.-ı + 3); x <s(N,-ı +3) —2}?) 
eine Abschnittsbasis der Ordnung h mit u+s = k positiven Elementen für die Zahl 
N, =s(N,., +3) —2+ N, +2=(s+1) (M-1 +39) —3. 
Die Basiseigenschaft von A, erkennt man sofort aus der Tatsache, daß alle Zahlen 
z€[0, N,_, + 2] nach Voraussetzung, bzw. weil 4 und N,_, +4 in W, liegen, 


als Summe von höchstens kR— 1 Summanden aus W, darstellbar sind. Eine Zahl z mit 
2«(N,, +3) —2 <sz<(@«+4)(N,,+3)—2(1<saSs) hat also eine Darstellung 


h—1 
z=(e«(N,, +3) —2)+ 8a, (EN). 
v„=1 


Ist nun k vorgegeben, so wollen wir u (und damit auch s) so wählen, daß N, möglichst 
groß wird. Wir wählen dazu 
_ [+ (h—1) ( u. ( N) 
A. 7 k Z max h, 4 ? 
(k+1)(kh—1) 
h 


ma E+90-9,)(„ (Er Be-0N ı2)_ 


il (| a) +3)—3 für k > max (A Mu) 





<k. Somit folgt mit s =k— u 





Wegen kZhogilt dann us 











Setzen wir in obiger Konstruktionsmethode 9,_,(u) = n,_,(u), so folgt, weil n,(k) > N, 
ist, als Abschätzung für n,(k) 


n,(k) = max {(k — u-+ 1) (n,_,(u) + 3)— 3} 
k+ ya 
h 


ch) 2 "4 (n a: (HFeZ2)+3)—3 (k>h). 


!) Hierbei hängt natürlich auch NR -ı von u ab. 
2) Das Symbol {x= a (mod m); x < k} bedeutet die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen aus der 
angegebenen Restklasse unterhalb der betreffenden Schranke. 


und mit u = 





11* 
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Der wichtigste Fall ist, daß wir für 9,_,(u) ein Polynom (k — 1)-ten Grades 


uk! 


P%r-ı(u) = A —1p-i +4,04? (h>2,u2uw_,>0, 4-1>0) 


setzen. Dann erhalten wir wegen u > (k+ ae 1) run h z 1 = HZ 1) 


k+1 [kr-ı ka-2(n — 4)A-2 
NE oe G-ı hr-2 +3)—3, 











also 


kr kh-ı (h — 1)*-? (h — 1)*-2 


(5) n(SN St EI N Zt ee z -1 u Tu 


+33 _ für k > max (h, 


Diese Abschätzung (5) stellt eine Verbesserung der Abschätzung (2) dar. 
4. Um eine Abschätzung für n;(k) zu erhalten, benutzen wir (3) und (4). Zunächst 


keiten air a u =0 (mod 2), d.h. k=0,2 (mod 3), und setzen 


hr 
| 
h—A}J' 


2 
M=palW)=Z—+22—y 2212. 


Damit ergibt sich 
k 43 13 k+ 3 
netz t+gk-r Tg —2 rat. 


im Bl a = er =1 (mod 2), d.h. k=1 (mod 3), folgt 


uw 41 i 
N=aluW)=-7 +tgu-r u>2w24) 


k3 12 „ , 38 ‚k+i1 3u, 
In dieser Weise fortfahrend lassen sich nun auch für höhere Ordnungen Abschätzungen 
für n,(k) berechnen. Berücksichtigt man in (5) nur Glieder der h-ten und (k— 1)-ten 
Potenz von k und setzt man den Koeffizienten von k+-! 
41 + &-ıhl(h — 1)*-? 
hr Ye 


so läßt sich durch Induktion für k > 4 leicht beweisen 


1+c0%2h 2c 
TE > MER 








Gr > 


mit , =2 bzw. = je nachdem k = 0, 2 bzw. 1 (mod 3) ist. Also haben wir 


kr 2c 


5. Für n,(k) erhält man auf folgende Art noch eine etwas bessere Abschätzung: Die 
Zahlenmenge , = {0,1,2,..,.2+1,2:+3,3t+5,...st+ 2s — 1} ist — wie man so- 
fort erkennt — Basis 2-ter Ordnung für N,=st+2s—i+t!+1=(s+1) (+41) +s—1 


mit + s = u positiven Elementen. Für ungerades u und t= — erhält man 


., 
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n Bas; 2 
Rdn und für gerades u und t=- 5 oder I=z folgt N, == ee 


Insgesamt können wir also schreiben 


(6) A u 


Hieraus konstruieren wir eine Basis 3-ter Ordnung für 
N = 0, ++ 7 |e—9+s—1+ +14 [5°] 


= (+ +1) + Ze+ls-i 
durch 
A, = WulN+i, 2N,+2+ +1,30 4+3+2][%5=] +2... 


sN,+s+ I 6145-1]. 


Die Basiseigenschaft folgt aus der Tatsache, daß alle Zahlen z € 6 N, +1+ * . 


als Summe von zwei Summanden aus W, darstellbar sind, denn 6 *3- <W,. Die 


Menge 4, enthält u+ s= k positive Elemente und N, hängt nach (6) von u ab. Wir 


wählen u = =. und erhalten für n,(k) die Abschätzung 


2k—2 2\? 2k—2 2 
fee h)en 





nen af) 3 3 





Suter 
Bemerkung. Der Vergleich von (1) und (6) liefert noch 
n,(2) < n;(h), 
jedoch gilt nicht allgemein n,(h) > n,(3), wie Beispiele bei Stöhr [2] zeigen. 


6. Einige weitere Abschätzungen für n,.(k). Wir nehmen an, daß die Elemente 
a„,(x =0,1,2,...,k) einer zu n,(k) gehörenden Abschnittsbasis A der Größe nach 


geordnet sind, a, = 0. 
Wir wollen beweisen 


(7) n,(k + k* +1) > n(k) + mı(k*)—h-+ 2. 
Beweis. Sei U eine zu n,(k) gehörende extremale Abschnittsbasis, 
A* = {ad, a, . . , ar,an} 
eine zu n,(k*) gehörende extremale Abschnittsbasis. Dann ist 


k)+A n(k) +1 „ar. i 
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Abschnittsbasis der Ordnung Ah für n,(k) + n,(k*) — h + 2, weil alle z mit 


n.(k) +1 <z< nk) + nı(k*)—h+2 
in der Form 


z=, (a + ar) = }- (Bit 0% ar) 


„1 ”»=1 
h—A 
h 





(0 <o< ‚ar € w) 


darstellbar sind. 


Hält man in n,(k) das Argument % fest und läßt h die Werte 1,2,... durchlaufen, 
so erhält man ebenfalls eine monotone Funktion. Wir zeigen 


® mh mh (1 +) 
und 
(9) | nk +4) > 2nylk) +1. 


Beweis von (8). Sei A extremale Abschnittsbasis für n,(k) und a, das größte Element, 
in WA. Dann sind alle Zahlen z mit n,(k) +1 <z<n,(k) + a, darstellbar als 


h 
z=aM+ a” (AN EN). 
„»=1 


Da a, „en ist, folgt (8). 


Beweis von (9). Ist A extremale Abschnittsbasis für n,(k), dann bilden wir 
A= Au {n(k) +1}. 
A ist Abschnittsbasis der Ordnung h + 1 für 2n,(k) + 1, womit (9) bewiesen ist. 
Zum Schluß zeigen wir noch 
(10) n,(k+1)sn.(k)+n,(k—1)+2 (k22). 
Beweis. Sei W= {a,,@,,...,@r,4r+ı} (a, <a,,, für «=0,1,2,...,k) eine extremale Ab- 


schnittsbasis für nz(k + 4). Dann muß a, <n,(x—1) +1 (x =2,....k +1) gelten, 
insbesondere also a; ,ı Sna(k) + 4 und a, < n,(k— 4) + 1. Nun ist für a +1 <ar,ı, 


d.h. zwischen a, und a;,, liegt noch eine natürliche Zahl, z= a,,, + +12, 
also muß 


n,(k +1) Sa,,ı + a SZ nal(k) + nz(k—1) +2 
gelten. Für den Fall a;,, = a; + 1 haben wir 
n,(k +1) <2a,, =2, +2 <S2n(k—1)+A<Sn,(k) + n.(k—1) +2, 
weil n.(k—41) +2 =<n,(k) ist. 


I. 


7. Wir wollen nun die Ergebnisse, die wir im ersten Teil dieser Arbeit erhalten haben, 
auf Mengen von Gitterpunkten (Vektoren) übertragen. Dazu treffen wir folgende Be- 
zeichnungen und Definitionen (siehe auch [3]): Wir betrachten Mengen von Vektoren 
3 = {zu--.,2,} im r-dimensionalen Raum (r >1) mit ganzzahligen nichtnegativen 
Komponenten. Den Nullvektor bezeichnen wir mit o und den Vektor {n,...,n} mit n; 
die Gesamtheit der Vektoren 3 = {z,..,2} mit O<z,<n(e=4,...,r) kürzen wir 








m: 


un 


als 


fü 


1-t 
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durch Q,(n) oder Q,(n,...,n) ab®). Die Definition der Summe von Vektoren und von 
Mengen von Vektoren treffen wir in der üblichen Weise. In Analogie zu Definition 1 
und 2 erklären wir nun: 


Definition 3. Seien n,h und r natürliche Zahlen. Unter einer Abschnittsbasis der 
Ordnung h für Q,(n) (n = {n,..., n}) verstehen wir eine Menge A < Q,(n) mit der Eigenschaft 
kA > Q,(n), 


d.h. jedes z3E D,(n) ist als Summe von A Summanden aus X darstellbar*). Die Anzahl 
der von o verschiedenen Elemente in X bezeichnen wir mit A(n) oder A(n,...,n). 


Definition 4. Seien h, k und r gegebene natürliche Zahlen. Dann sei n, ‚(k) die größte 
ganze Zahl, so daß es eine Abschnittsbasis A der Ordnung h für D,(n,‚(k)) mit 


A(n,,(k)) = k 


gibt, wobei n,,(k) = {n,‚(k), . . -,n,,,(k)} ist. Wir nennen W eine zu Q, (n,,‚(k)) gehörige 
extremale Abschnittsbasis. 


8. Neben einigen ganz speziellen Werten kennt man für n,,,‚(k) Abschätzungen, die 
man mit Hilfe des kartesischen Produktes gewinnt. So gilt (vgl. [3]) 


(14) nk) Zn, ([VRk +1] —1) 


und unter Benutzung von (2) bis (4) 





N, ‚(k) > hr ’ 
also für Ak >22 und genügend große k 
TIEh a2. 
(12) n,.(k) > BE. C,Vk+-1 


mit einer Konstanten C,. 
Wir wollen hier diese Abschätzung verbessern zu 


h h-ı 

(13) N,,(k) > V* —h (5 
fürk Z2, r>1 und genügend große k. 

Für r = 1 ist (13) nicht so gut wie die in Teil I entwickelten Abschätzungen für n,(k). 

Den Beweis für Ungleichung (13) erbringen wir, indem wir geeignete Abschnitts- 
basen der Ordnung h konstruieren, die k von o verschiedene Elemente enthalten. Dabei 
verifizieren wir (13) zunächst für die Ordnung A=2 und schließen dann durch 
Induktion nach Ah (r fest). 

9. Konstruktion von Abschnittsbasen U, der Ordnung h(h 2) für D,(n). Sei Au-ı 
eine Abschnittsbasis der Ordnung k— 1 für Q,(N,_1,---,N,_,) und W%_, die Menge 
aller Vektoren 3 = {z1,..,2} +0 mit »=0 (mod N.-ı +4), || Ss sNi-ı + 8. 








3) Wir können Q,(n) auch als kartesisches Produkt schreiben: 
D,(n) = [O,n] x *-- x [O,n]. 
4) Wir brauchen diese Definition nicht in der in [3] ausgesprochenen Allgemeinheit, da wir hier nur 
r-dimensionale Würfel betrachten. 
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Dann bildet W, = W,_, v W_, eine Abschnittsbasis der Ordnung A für Q,(N,,.. ., N,) 
mit 


(14) NM=(s+1)M-ı+s=(s+ (M-ı+9)—1. 
Beweis der Basiseigenschaft von X,. Ist 3 = {z1,:- - „„2zr} EQ,(Nn,..., Nr), so hat 
jede Komponente z, eine Darstellung 
= %(N.-ı+1)+% 
mit OS ,<sund 0<q,<N,;... Also gilt 
s=a+gq 


mit a= {a (N, 1 +9),..,% (N, 1 +} Wi, und q={g...,4} ON... Na-ı)- 
Nach Voraussetzung läßt sich demnach q als Summe von A— 1 Summanden aus N, -ı 
darstellen, womit die Basiseigenschaft von A, gezeigt ist. 


Für die Anzahl k der von o verschiedenen Elemente in X, haben wir also 
(15) k= Ay(N. ... N,) = Ar-ı(Nr-ı, ... Nı-ı) + (s - 1) — “ 


denn die Anzahl der Variationen p-ter Klasse von rn Elementen mit Wiederholung ist nP. 


10. Ist nun k vorgegeben, so wollen wir Ar-ı(Na-1,...,Na-ı) = u (und damit 
auch s) so wählen, daß N, möglichst groß wird. Im Fall h = 2 setzen wir dazu W,-ı als 


die Gesamtheit aller Vektoren 3 = {z,,.. „z.,} mit 0O<z,<S 1 —A1(e=1,...,r) an. 


Folglich wird N,-ı = Vzl-: die Anzahl A,-ı(Na-ı, ---, Na-ı) = y> —1 und 


somit s+t1 > Vz + 2|. Für N, erhalten wir aus (14) also die Abschätzungen 


Tr vr Tk > "TE 
„© +2 -Val-2> (Va +29) Aa 
ıB G—ogk TR 
> ae er ; ; 


für beliebiges e > 0 und alle k > k,(e), oder etwas abgeschwächt 


r Fe r f 
n,,(k)SN,> ) yr2 ) D% 
Sei die Ungleichung 


r A) r IT 
(16) n,(k) ZN, > gulk) > m —h = 


schon für A—1 an Stelle von Ah (kh=3) und alle genügend großen k bewiesen; mit 
Ar-ı(Na-1, ..., Aa-ı) = u folgt also N,-ı 2 9a-ı(u) für genügend großes u. Wir wählen 


_[kh—1) 
pr h 
Also haben wir für genügend große k 








’ was wegen (15) s +1> [Yk—u+ 1] > : +1-—1 nach sich zieht. 
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Vet) 
Ver) 


a Pe h—A _(k—A)(h—1) 
h ano h Br a h 


r 


m ‚(u > Var z er 
m>(/E+ 1) (Ve 2-0 94=) 


(k + h) (k — 1)r-1 Ih-1 Ich-2 k — 1)a-1 3 
> ._ AAN A +(h— Ne 


für genügend große k. Unter Verwendung der in Nr. 11 bewiesenen Hilfssätze 1 und 2 


erhalten wir 
kr-1 (k — I)»-1 
N > E. 1 — ML ao /E= i MN = hr-1 


für beliebiges e > 0 und alle k > k,(e) und 


Nn,(k) ZN, > mr 7A für genügend große Xk. 


11. Wir geben nun den Beweis der in Nr. 10 benutzten Hilfssätze: 
Hilfssatz 1. Seien h und k natürliche Zahlen. Dann gilt 
(k+h)(k—1) Kr + (1— e) ki 
mit einem beliebigen e > 0 für alle k > k,(e). 


Beweis. Für h =1 ist die Behauptung richtig, wie man sofort bestätigt. Wir 
schließen induktiv. Sei schon 


(k+h—1)(k— 1)? > kh-1 + (1 — e) ki? 
für kh>22, e>0 und für alle k > k,(e) bewiesen. Dann erhalten wir daraus durch 
Multiplikation mit k 
(k+h —i)k(k—A)? > Kr +(1—e) kit; 
esist aber(k + kh—A)k=(k+h)(k— 1) + h, woraus 
(k+hy(k— A)" + hik— 12 + (1 —e) KM 











Da ist, wird mit 











und 
(k + hy (k— A212 KR + (1 — e) ha-ı 


mit e>0 und für alle k > k$(e) folgt. 
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Hilfssatz 2. Ya +b—Yb<yYa (a,b>0;r natürliche Zahl). 


Beweis. Aus dem binomischen Satz folgt Va +bs Va + Vb. 
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Der individuelle Ergodensatz in der Theorie 
der Gleichverteilung mod 1. 
Von Johann Cigler in Mainz. 


Die vorliegende Arbeit hat das Ziel, einige Resultate aus der Theorie der Gleich- 
verteilung, die im wesentlichen von I. I. Schapiro-Pjatezkij und A. G. Postnikow erzielt 
wurden, auf rein ergodentheoretischem Wege neu zu beweisen und zu verallgemeinern. 
Im ersten Abschnitt werden die allgemeinen Sätze aus der Ergodentheorie abgeleitet, 
die diesen Resultaten zugrunde liegen. Sie sind eine direkte Verallgemeinerung der Methode 
und Ergebnisse von [14]. In den folgenden Abschnitten werden Anwendungen auf die 
Theorie der Gleichverteilung behandelt. Die Arbeit schließt mit einigen Sätzen über 
vollständig gleichverteilte Folgen und normale Zahlen, deren Beweis durch Resultate 
von E. Hlawka ermöglicht wurde. 

1. Es sei X ein kompakter Raum mit abzählbarer Basis. C(X) sei der Raum 
der reellen stetigen Funktionen f(x) auf X mit der Norm || || = sup | f(z) |. Uuter 

zeX 


M(X) verstehen wir die Menge aller positiven normierten Maße u(f) auf C(X), d.h. die 

Menge aller linearen stetigen Funktionale u, für die u(f) 0 für jede nichtnegative 

Funktion f(x) und „(1) = 1 ist. Wir führen in M(X) die schwache Topologie ein und 

setzen || # || = sup | #(f) |. Den Raum aller „-integrierbaren Funktionen nennen wir 
Im sı 


L,„(X). Sei T eine Transformation, die den Raum X in sich überführt. 

Unter /, verstehen wir die Menge aller Maße „ € M(X) mit u(f(x))= u(f(7x)) 
für alle Funktionen f(x) aus Z,(X). Wir nennen ein solches Maß invariant bezüglich T. 
Die Menge /„ ist möglicherweise leer. Wir betrachten in der Folge nur solche Trans- 
formationen 7, für die dieser Fall nicht eintritt. 

Es sei E, die Menge aller Maße u € /„, für die 7 ergodisch ist, d.h. für die jede 
u-meßbare invariante Funktion für u-fast alle x konstant ist. Eine Funktion f(x) heißt 
invariant (bezüglich 7), wenn f(7Tx) = f(x) gilt mit Ausnahme einer Menge vom u-Maß 
Null. Ein Maß u € E, wollen wir der Kürze halber ergodisch bezüglich 7 nennen. 

Sind zwei Maße u und » gegeben und ist »v(f) = 0 jedesmal, wenn u(f) = 0 ist für 
eine beliebige nichtnegative Funktion f, dann nennen wir » totalstetig bezüglich u, in 
Zeichen » < u. 

Es gelten dann die folgenden Sätze: 


Individueller Ergodensatz. /st u € I, und FE L,(X), dann ist für u-fast alle x € X die 





4 n 
ne EZ f(T!x) konvergent. Die Grenzfunktion f* liegt in L,(X) und ist invariant. 
j=0 


Ist u€ Er und f€ L,(X), dann ist für u-fast alle x€ X 
1 n 
we 2 IT'2) = uff). 


Folge 


(4) lim 


ut 1; 
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Für den Beweis verweisen wir auf [1]. 
Satz 1'). Ist vEI/,, u€ E, und v < u, dann ist v = u. In Worten: Ist u ergodisch 
bezüglich T, dann gibt es kein invariantes Maß v + u, das totalstetig bezüglich u ist. 


Beweis. Wir setzen f(7’xr) = f;(x), fo = f und bezeichnen die Menge aller x, für 
die (1) nicht erfüllt ist, mit A. Dann ist #(A) = 0 und daher auch »(A) = 0. Aus der 
Invarianz von » folgt »(f,) = »(fı) =" = v(fa) =" *. Mit der Bezeichnung 


1 
Pu = bel) + + ha) 














ist also 
v(f) = v(F,) = lim v(F}). 
re re 
Aus der Ungleichung h+ Fa n Elm | < || f|| für jedes f€ C(X) ergibt sich, 
daß lim »(F,) = u hans Fa) ist. 
Folglich ist »() = »(lim R,) = v(u)) = ul); w.2.b. w. 


Satz 2. 1) Die Menge I, ist konvex und abgeschlossen. 

2) E, ist die Menge der Extremalmaße von I,. 

3) Die Menge I, ist die konvexe Hülle von E,. 

Beweis. 1) Ist u(f) =u(f}), »(f) = »(fı), dann ist auch (A,u + Ayv) (f) = (Ayu-+ Ayr) (f), 
wenn0 s A, S4und A, + A, = 1 gilt, womit die Konvexität bewiesen ist. Um zu zeigen, 
daß /„ abgeschlossen ist, genügt es nachzuweisen, daß jede konvergente Folge von in- 
varianten Maßen gegen ein invariantes Maß strebt. Die Folge u„ strebt gegen u, wenn 
für jede Funktion f(x) aus C(X) die Folge u„(f) gegen u(f) strebt. Nun ist fürn = 1, 2, 3,... 
wegen der Invarianz (f) = m(fı), also gilt auch u(f) = ulfı). 

2) Unter einem Extremalmaß u € /, verstehen wir ein Maß, das sich nicht in der 
Form u = A,uı + Agfa, HiE In, Hı FU, 0 < A, <A, darstellen läßt. Ist « kein Ex- 
tremalmaß, dann nennen wir es zerlegbar (dieser Begriff bezieht sich natürlich auf /,). 
Wir führen den Beweis in zwei Schritten: 

a) Ist „ ergodisch, dann ist es Extremalmaß. 

Wir nehmen an, es wäre kein Extremalmaß. Dann gibt es eine Darstellung 
u= kyhıt Ast, WiEln, ht 4, 0 <A, <A, Zu =1. Es bedeute jetzt f eine 
nichtnegative Funktion. Ist u(f) =0, d.h. A,uı(f) + Agusl(f) = 0, so ist ul(f) = 0, 
Ulf) = 0. Es ist also u, < u, us < u. Daraus folgt nach Satz 1 der Widerspruch 


MHTh=MBM 
b) Ist # unzerlegbar, dann ist es ergodisch. 


Wäre es nämlich nicht ergodisch, dann gäbe es zwei Mengen B, und B, mit 
T-B,=B,, T-!B, = B,, (T-!B = vollständiges Urbild von B). Dann definieren wir 
zwei invariante Maße u, und w, folgendermaßen: 





Wir setzen 
Br (BJ auf B,, “ 0 auf B, 
” 0 tB a 
au 27 u(B;) au 2 


Es wäre somit u = u(B,) u, + u(B;) us, und das widerspricht der Voraussetzung. 


1) Dieser Satz stammt von A. G. Postnikow und 1. I. Pjatezkij [12]. 








Toj 


ma 


ma 


au! 


für 
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3) Die Menge /, ist konvex und als abgeschlossene Teilmenge der (in der schwachen 
Topologie) kompakten Menge M(X) selbst kompakt. Daraus ergibt sich nach dem Satz 
von Krein-Milman ([7], S. 62), daß E,. nicht leer und /, die konvexe Hülle ihrer Extremal- 
maße ist. 


Jetzt kann Satz 1 verschärft werden zu 


Satz 3. Das Maß u€ I, ist dann und nur dann ergodisch, wenn es kein invariantes 
Maß v =+ u gibt, das totalstetig bezüglich u ist. 

Beweis. Es ist nur noch zu zeigen, daß u ergodisch ist, wenn die Relation v» < u 
in /, nur für » = u erfüllbar ist. Angenommen, es wäre nicht ergodisch, dann gäbe es 
eine Darstellung 

u=hhıt Alte, Mi Fun, mel, O<Au<1. 
Es wäre dann aber jedes » der Gestalt » = A,uı + Asus totalstetig bezüglich „, was der 
Voraussetzung widerspricht. 

Wir definieren nun den für das Folgende grundlegenden Begriff des Verteilungs- 

maßes einer Folge. 


Definition. Ein Maß u € M(X) heißt Verteilungsmaß einer Folge {x„} von Punkten 
aus X, wenn 


lim 4 Mad + Hd + HM) 


für jedes FE C(X) zit. 

Die Menge der Verteilungsmaße aller Folgen der Form {T" x} bezeichnen wir mit V,. 

Satz 4. Ist V„ konvex und abgeschlossen, dann ist V„ = Ir. 

Beweis. Es genügt zu zeigen, daß die Menge der Extremalmaße von V„ mit E, 
übereinstimmt. Das läßt sich genau so wie bei Satz 2, 2) beweisen. Daß jedes ergodische 
Maß auch Verteilungsmaß ist, ergibt sich unmittelbar aus dem individuellen Ergodensatz. 

Satz 5. Es sei F eine Menge von nichtnegativen Funktionen f mit der Eigenschaft, 
daß sich jede stetige Funktion auf X durch Linearkomposita von Funktionen aus F approxi- 
mieren läßt. Gibt es nun ein Een we E„und eine Konstante ce ZA, so daß die Relation 


(2) lim — >77 fa +MTD + +MTD))<cu) 


n>x»© 


für ein festes x€ X und er fEF erfüllt ist, dann besitzt die Folge {T"x} das Verteilungs- 
maß u. 


Beweis. Es ist folgendes zu zeigen: Aus (2) folgt, daß lim 2 E/(Tix) existiert 
n>@ j=0 


und für jedes f€ F gleich u(f) ist. Denn ist das gezeigt, so ergibt sich die Behauptung 
des Satzes durch Aygesaimaklen. 

1 
+14 z f(T'x). Dann ist p„(f) = pu(fı) + - Zar I Die Menge der 
Häufungsmaße der Folge u) ist relativ kompakt. Sei z ein solches Häufungsmaß. Es 
gibt also eine Teilfolge p,, mit lim p,,(f) = {f) für jedes fEF (vgl. [3]). Aus der Vor- 
aussetzung folgt z(f) S cu). Ferner ist n(f) = n(f,). Es ist also n€E/,, a< u, und 
da u ergodisch ist, folgt rn = u. Es ist somit jedes Häufungsmaß der Folge 


1 
„zıhkrthttMm 
gleich u. Daher existiert lim p,(f) und ist gleich u. 


Es sei p1(f) = 
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Ist V„ konvex, dann gilt auch die Umkehrung zu Satz 5, also der 


Satz 6. Es sei V„ konvex und F eine Menge mit den in Satz 5 definierten Eigenschaften. 
Ist für das Maß u€I,„ die Relation (2) für alle f€ F und eine geeignete Konstante c >1 
hinreichend dafür, daß u Verteilungsmaß der Folge {T"x} ist, so ist u ergodisch. 
Beweis. Wir nehmen an, u wäre nicht ergodisch, d.h.4 = Au + au, 0 <A<1. 
Da V, konvex ist, ist auch jedes Maß der Gestalt A,u, + Asu, mit A, + 4, ein Ver- 
teilungsmaß. Ist A,uı + Agua S c(A,uı + Asa), 0 folgt A, Sch,, As ScA,. Diese 
Ungleichungen können aber durch unendlich viele A, erfüllt werden. Das ist ein Wider- 
spruch zur Voraussetzung des Satzes. 
Eine unmittelbare Folgerung von Satz 5 ist der 
Satz 7. Ist2) u€E, für eine natürliche Zahl k und ist das Verteilungsmaß von 
{Tr x} gleich u für ein x € X, dann besitzt auch jede der Folgen {T+!x}(l=0,1,...,k—1) 
das Verteilungsmaß u. 
Beweis. Es existiert stets eine Menge F mit den in Satz 5 geforderten Eigenschaften. 
Für jedes fEF gilt 
AT) HT) Hr HD SH) +HHTD + + MT". 
BR n—1 EN kn 
Folglich ist lim 4 3 f(T“+z) <Slimk- .. Zf(T'ix) = k- u(f). Daraus folgt nach 
n>®© j=0 


n>@ j=0 


Satz 5 die Behauptung des Satzes. 
Bemerkung. Wir nannten ein Maß „ Verteilungsmaß einer Folge {x,}, wenn 


j ER 
(a) lim n(f) = lim — (Ha) + Mad + + Mm) = u 
für jedes f€E C(X) gilt. In den folgenden Abschnitten wird es oft nötig sein, 
(b) lim (B) = u(B) 


für alle Borelschen Mengen B zu betrachten. Es erhebt sich nun die Frage, unter welchen 
Bedingungen (a) und (b) gleichzeitig erfüllt ist. Diese Frage wurde von Stromberg [15] 
behandelt. Eine grundlegende Rolle spielt dabei der Begriff der Stetigkeitsmenge. 


Definition. Eine Borelsche Menge B heißt Stetigkeitsmenge für ein Maß u, wenn 
der Rand von B das u-Maß Null besitzt, 


Mit dieser Bezeichnung gilt das 
Lemma (Stromberg [15]). Es ist lim w„(f) = u(f) für jedes f€ C(X) genau dann, wenn 


lim .(B) = u(B) für jede Stetigkeitsmenge B gilt. 

Ist für ein Maß u jede Borelsche Menge B Stetigkeitsmenge, so nennen wir u stetig. 
Wir werden uns im folgenden hauptsächlich auf stetige Maße beschränken und auch 
von den Mengen E,, I, und V,„ voraussetzen, daß sie aus allen stetigen Maßen mit den 
entsprechenden Eigenschaften bestehen. Die Sätze aus Abschnitt 1, insbesondere Satz 2 
und Satz 4 bleiben auch in diesem Fall richtig. Unter den gemachten Voraussetzungen 
sind dann natürlich die Definitionen (a) und (b) äquivalent. 


2) Aus we Er folgt nicht immer u € Ep. 

Beispiel: Sei Tx = 2x (mod 1) und „ das Maß, das den Punkten !/,, 2/, das Maß !/,, den übrigen Punkten 
von (0,1) das Maß 0 zuordnet. Dann ist T ergodisch bezüglich des Maßes «, jedoch nicht 72. Denn T?x = 4z 
(mod 1) läßt jeden der Punkte '/,, ?/, für sich invariant. 
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2. Wir wollen nun die obigen Sätze auf den Fall anwenden, daß X die k-dimen- 
sionale Torusgruppe X; ist (k=1), d.h. daß X isomorph zur additiven Gruppe aller 
k-tupel reeller Zahlen mod 1 ist. 

Zuerst einige Bemerkungen über Matrizen. Eine Matrix A = (a,,) heißt ganzzahlig, 
wenn alle a,, ganz rational sind. Unter der Norm || A || einer Matrix verstehen wir die 
Hilbert-Norm: || A || = sup | Ar |. Man zeigt leicht, daß || A ||? = o? ist, wo o? der größte 

lzlsı 


Eigenwert der Matrix A*A ist, wenn A* die Transponierte bedeutet. 

Unter W, wollen wir im folgenden den k-dimensionalen Einheitswürfel verstehen. 
Mit n = (n,,N,,...,nı) bezeichnen wir einen Gittervektor, d.h. einen Vektor, dessen 
sämtliche Koordinaten ganze Zahlen sind. 

Bekanntlich läßt sich jedes Maß u auf X, als Stieltjes-Integral mit einer im wesent- 
lichen eindeutig bestimmten Gewichtsfunktion darstellen. Ist « ein Verteilungsmaß, so 
wollen wir die zugehörige Gewichtsfunktion u(r) Verteilungsfunktion nennen. Sie ist 
durch u(r) = u(p(2,, - - ., 24)) gegeben, wo p(z,,..., 2) die charakteristische Funktion 
des Bereiches 0 St, Sz; (i=1,...,k) bedeutet. 

Mit diesen Bezeichnungen gilt der 


Satz 8°). Ist A eine ganzzahlige k-reihige Matrix, | Det A | > 1, und gibt es eine natür- 
liche Zahl l mit || A-"|| < 1, dann ist dafür, daß die stetige Funktion o(r) = o(z,,... ., Xı) 
Verteilungsfunktion einer Folge {A"r} (mod 1) ist, die folgende Invarianzbedingung not- 
wendig und hinreichend: 


(3) jo do(r) = jrav do(z) für jedes [EC(X,). 
k k 


Beweis. Es genügt zu zeigen, daß V, konvex und abgeschlossen ist. Ist || A? || < 1, 
dann ist wegen | A-#z| < ||A -? ||” - |x] die Folge | A-"x | eine Nullfolge. Es strebt daher auch 
der Durchmesser der Parallelepipede A -"W, gegen Null, wobei A -"W; die Menge A -"r mit 
rt € W, bedeuten soll. Offenbar ist A-!W, ein Parallelepiped vom Volumen d-!, wenn 
d = | Det A| gesetzt wurde. Man zeigt nun leicht, daß jedes Parallelepiped der Form 
A-4W,-+ n) aus lauter mod 1 inkongruenten Punkten besteht und daß es genau d mod 1 
inäquivalente Parallelepipede dieser Gestalt gibt. Wir nehmen d solche Parallelepipede, 
numerieren sie in beliebiger Reihenfolge und bilden ihre Bilder mod 1, die ganz in W, 
liegen: By, Bu - - -, Ba-ı- Wir bezeichnen die Abbildung, die W, in B; überführt, mit 7',. 
Offenbar ist AB; = W, mod 4. Weiter definieren wir induktiv y 

T,B, = B,B,, T, BB, B, = B.Bı'''B,- 
Liegt ein Punkt r in jeder der Mengen B,,B,B;,B.B:B:,,-.-, so können wir ihn 
symbolisch als g = B,B,B;,': schreiben. Verschiedene Punkte haben dann ver- 
schiedene Darstellungen, und die Transformation A geht über in eine Translation der 
Indizes: Ag = B,B,B, ** 

Unter einer Zylindermenge wollen wir eine Menge der Gestalt B=B,B,B, 
verstehen, wo endlich viele Indizes i, feste Werte besitzen, während die anderen unab- 
hängig voneinander alle Werte i=0,1,....d—1 durchlaufen. Die lineare Hülle der 
charakteristischen Funktionen aller Zylindermengen umfaßt die stetigen Funktionen. 
Man kann sich also beim Beweis des Satzes darauf beschränken, die Grenzwerte 


lim Be 3 f(A’r) zu betrachten, wo f die charakteristische Funktion einer Zylinder- 
n>onN ‚-0 


menge ist. Man zeigt nun wörtlich wie bei I. I. Schapiro-Pjatezkij [14], daß die Menge 
der Verteilungsfunktionen konvex und abgeschlossen ist. Damit ist Satz 8 bewiesen. 


s) Im Fall k = 1 wurde der entsprechende Satz von 1. I. Schapiro-Pjatezkij [14] gezeigt. 
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Satz 9. Erfüllt A die Bedingungen von Satz 8, dann ist die Transformation Ar (mod 1) 
ergodisch bezüglich des Lebesgueschen Maßes. 
Beweis. Der Beweis verläuft analog zu [1], S. 29. 


Bemerkung. Satz 9 bleibt richtig, wenn außer der Ganzzahligkeit von A nur vor- 
ausgesetzt wird, daß d > 1 und kein Eigenwert eine Einheitswurzel ist (vgl. [13]). 


Aus Satz 5 folgt sofort der 


Satz 10. Erfüllt A die Bedingungen von Satz 8 und ist u stetig und ergodisch bezüglich A, 
so hat die Folge {A"r} genau dann die Verteilungsfunktion u(z), wenn für jeden Würfel 
v < W, mit achsenparallelen Kanten lim N) <cu(v) ist. Hier bedeutet e ZA eine 

>» 
Konstante und N,(v) die Anzahl der Punkte {A’rx}, O<»<p, die in v liegen. 

Beweis. Wie man leicht feststellt, kann man mit den charakteristischen Funktionen 
dieser Würfel jede stetige Funktion approximieren. 

Aus der Bemerkung zu Satz 9 folgert man den 


Satz 11*). Ist A ganzzahlig, | Det A| Z1, und ist kein Eigenwert eine Einheits- 
wurzel, dann ist die Folge {A"r} genau dann gleichverteilt, wenn für jeden beliebigen Würfel 
v vom Volumen | v| mit achsenparallelen Kanten, der ganz im Einheiiswürfel liegt, 


Kim Se) <cjo| 


>» 


Aus Satz 9 und Satz 7 liest man unmittelbar den folgenden Satz ab: 


Satz 12. Erfüllt A die Bedingungen von Satz 9 und ist {A"r} gleichverteilt, dann auch 
die Folge {A*"+!y} für jede natürliche Zahl k undl = 0,1,..,„k—1. 

3. Wir wählen jetzt als X den Jessenschen Torusraum X, (siehe [5]). Man kann 
X „ darstellen als Menge aller Folgen x = {z,} mit O<z,<14. Sind A, A, ...Teil- 
mengen von [0, 1), so verstehen wir unter A = {A,, Ay, . ., An, - ..} die Menge aller 
Folgen a = {a,}, bei denen a,€ A, füri =1,2,... gilt. Unter einem Intervall B ver- 
stehen wir eine Menge B = {B,, Ba, - - -, Ba, . . .}, wo endlich viele B,„ offene Intervalle 
in [0, 4) und die übrigen B, ganz [0, 1) bedeuten sollen. Ist x ein normiertes Maß auf 
[0, 1), so wollen wir mit „„ das Maß auf X, bezeichnen, das jedem Intervall B den Wert 


4u(B) = II u(B,.) zuordnet. (Das rechts stehende Produkt ist nur formal unendlich, 
n=1 
da ja von einer Stelle ab „(B,) = u([0, 1)) = 1 ist.) 
Setzt man T{z,, 2%... Im... = {2y 2 - . ., Znyı - +» -}} Soist die Transformation 
T für jedes „u. ergodisch (siehe [1], S. 29). Für jede Funktion f€ C(X,) gilt also 


HT + HT) = ne 


für u„-fast alle Folgen z€ X,„. 

Gilt (4), so sagen wir, die Folge x = {z„} sei vollständig verteilt zur Verteilungs- 
funktion u. Ist u das Haarsche Maß auf [0, 1), so nennen wir mit A. G. Postnikow [10] 
die Folge x vollständig gleichverteilt. 

DO Im Eindimensionalen, also für Folgen der Gestalt {a"z}, wurde dieser Satz von I. I. Schapiro-Pjatezkij 
[14] gezeigt. Er wurde dann von A. G. Postnikow [9] auf Folgen der Gestalt {(a + bi)"(z + iy)} verallgemeinert, 
die in unserer Schreibweise auf Matrizen der Form A = > führen. Die allgemeine Fassung stammt von 


A.M. Polosujew [8]. Zum Beweis wurde die Vinogradowsche Methode der trigonometrischen Summen verwendet. 
Satz 10 stammt im eindimensionalen Fall zum Großteil von I. I. Schapiro-Pjatezkij und A. G. Postnikow [11]. 
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Satz 13. Eine Folge e= {e„} ist genau dann vollständig verteilt zur stetigen Verteilungs- 
funktion u(x), wenn für jedes k=1,2,3,... die Folge der Vektoren {(en, Enzır + - +» En+&-1)} 
die Verteilungsfunktion u(x,) * u(&s) * * * u(x,) besitzt®). 

Beweis. Ein Maß ist eindeutig bestimmt, wenn es für alle Intervalle 3 bekannt ist. 
Die charakteristischen Funktionen der Intervalle sind aber identisch mit den charakte- 
ristischen Funktionen von Teilmengen der k-dimensionalen Einheitswürfel (k =1, 2, 3,...). 

Aus Satz 5 folgt weiterhin der 

Satz 14°). Die Folge e = {e„} ist genau dann vollständig verteilt zur stetigen Verteilungs- 
funktion u(x), wenn bei beliebigem k > 1 für jedes Parallelepiped A, <= W, die Un- 
gleichung lim a Sc u„(4,) güt (c 1, konstant). 


pr>o©0 


Aus Satz 7 ergibt sich der 

Satz 15. Besitzt die Folge der Vektoren {(&n, Enzıs +» +» En+x-ı)} (rn =1,2,...) für 
jedes natürliche k die Verteilungsfunktion u(x,) u(X3) *** a(zı), dann auch die Folge der 
Vektoren {(em; Em+1r +++, En+x-ı)} für jedes natürliche |. 

4. Wir bringen nun ein Beispiel, das die Anwendungsmöglichkeiten unserer Sätze 
illustrieren soll. 

Satz 16. Ist a eine reelle ganzalgebraische Zahl, deren Grad genau k ist, ist |a| >1 
und sind die Vektoren {(a"x, a+!x,...,a"+*-1x)} für ein festes x gleichverteilt, dann ist 
auch die Folge der Vektoren {(a'" x, at" +!x,..., alr+k-1y)} für jedes natürliche l gleichverteilt. 

Beweis. Die normierte irreduzible Gleichung, der a genügt, sei a —h,at "1— ..-—hı=0. 


Dann ist 


ar +ky hı h, Br hr-ı + te 


a"r+k-2r 


ET 
EEE Do 


ar+k-ig 




















vn Ak BEE En | 0 | a” x | 

Die hier auftretende Matrix ist ganzzahlig. Der Betrag ihrer Determinante ist 
|(—1)*h,| zZ 1, da k der genaue Grad von a ist. Ihre charakteristische Gleichung ist 
dieselbe Gleichung, der auch a genügt. Es ist daher wegen | a| + 1 und der Irreduzibilität 
der Gleichung kein Eigenwert eine Einheitswurzel. Wir können also Satz 12 anwenden. 
Damit ist Satz 16 bewiesen. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob die Voraussetzung von Satz 16 überhaupt realisier- 
bar ist. In dieser Hinsicht beweisen wir den 

Satz 17. 4) Ist a>1 eine algebraische Zahl, deren Grad > K ist, dann ist für fast 
alle z€ [0,1] die Folge der Vektoren (a" x, a”+!x,..., a"+*-1z) gleichverteilt. 

2) Ist a> A transzendent, dann ist für fast alle x € [0,1] die Folge {a" x} vollständig 
gleichverteilt. 

Zum Beweis benötigen wir zwei bekannte Hilfssätze. 

Hilfssatz 1 (J. F. Koksma [6]). Ist f(n, x) für jede natürliche Zahl n eine reelle, 
stetig-differenzierbare Funktion von x auf [0,1] und ist f(n,2)—f'(n, x) fürn, #n 
monoton in [0, 4] und |f’(n,, 2) — f’(n,, z)| zZ K > 0, (K unabhängig von x, n,, n,), dann 
ist die Folge {f({n, x)} für fast alle x € [0, 1] gleichverteilt mod 1. 


5) In der Sprechweise der Wahrscheinlichkeitstheorie heißt das, die Folgen {en}, {&n+1J> (&n+2} . , . sind 
paarweise unabhängig. 
%) Dieser Satz stammt im Spezialfall der vollständig gleichverteilten Folgen von A. G. Postnikow [10]. 
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Hilfssatz 2a (H. Weyl [45]). Die Folge der Vektoren {(c, c”, .. ., c®)}, (n=14,2,...), 
ist genau dann gleichverteilt mod 1, wenn für jeden Gitterpunkt (h,, ha, - - hi) + (0, 0,...,0) 
die Zahlenfolge {hc + ++ h,c®} gleichverteilt mod 1 ist. 

Für spätere Anwendungen formulieren wir gleich hier den 

Hiltssatz 2b. Die Folge der Vektoren {(c, ce”, ..., c®)} besitzt genau dann die Ver- 
teilungsfunktion u(X,, &a, - - -, %), wenn für jeden Gitterpunkt (h,, ha,...,Ax) + (0, 0,...,0) 
die Folge {h,c’ + h,c +++ h,c®} die Verteilungsfunktion v besitzt, die durch die 


Relationen 
1 


,(f) = f or SHazı + har ++ hrzı) dulzı . . ., %) 


v0 
für jedes f € C(X,) gegeben ist. 

Der Beweis kann analog zum Beweis von Hilfssatz 2a geführt werden. 

Beweis von Satz 17. 1) Nach Hilfssatz 2a braucht nur gezeigt zu werden, daß 
die Folge {h,arz + hzart!z +++ hyar+*-1r} für fast alle x € [0,1] gleichverteilt 
ist. Wir wenden Hilfssatz 41 mit f({n,x) =(hh+hsa+:''+ hxat-!)a"rx, d.h. mit 
fin +1l,2)—f'(n,z2) =(hh+hsa+ + hrar-!) (a"—1)a" an. Diese Funktion er- 
füllt offenbar alle Forderungen, denn sie ist konstant, und es ist 


fa+,—-fr,d)|>2(h+tha+ + Matt) (a —1)>0, 


weil a > 1 und der Grad von a größer als k — 1 ist. Damit ist 1) bewiesen. Die Aussage 2) 
folgt aber unmittelbar aus diesem Beweis; denn ist a transzendent, so sind für jedes 
natürliche k alle Forderungen von Hilfssatz 1 erfüllt. 

5. Wir schließen nun mit einigen Sätzen über vollständig gleichverteilte Folgen 
und normale Zahlen. 

Satz 18. Ist die Folge {y„} vollständig verteilt zum Verteilungsmaß u, wo u durch 


1 
uf) = [ fa) p(z) dx mit stetigem p(x) gegeben ist, dann ist auch die Folge {x,} mit 


0 
& = YıtYa+ '°'+ Yun gleichverteilt mod 1. 

Zum Beweis benötigen wir einen Spezialfall eines Satzes von E. Hlawka [2], 
nämlich den 


j 
Hilfssatz 3. Es sei p(x) > 0 stetig und [ p(x) dx = 1. Besitzt die Folge {zu 4x — %} 
0 
(n =1,2,3,...) für jedes natürliche k das Verteilungsmaß v;, gegeben durch 


= fo fiat ta) pla) plan) da "den 


für jedes f€ C([0,4)), dann ist die Folge {zx„} gleichverteilt mod 1. 


Beweis von Satz 18. Da die Folge {y„} vollständig verteilt zum Verteilungsmaß u 
ist, besitzt nach Satz 13 und Hilfssatz 2b die Folge {yn+ı + Yn+2 + °°*+ Yarı), d.h. 
die Folge {u,.— x„} das in Hilfssatz 3 definierte Verteilungsmaß »;. Damit folgt nach 
demselben Hilfssatz, daß die Folge {x} gleichverteilt ist, und damit die Behauptung 
von Satz 18. 

Ist u speziell das Haarsche Maß, so kann Satz 18 verschärft werden zum 


Satz 19. Ist die Folge {y„} vollständig gleichverteilt, dann auch die Folge {x„} mit 
„"=-ytryırt'' td 
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Beweis. Es ist zu zeigen, daß die Folge der Vektoren 


(++ mYıt tt Yen sfıt ty} (n=1,2,3,...) 
für jedes feste natürliche s gleichverteilt ist, also nach Hilfssatz 2a, daß für jeden Gitter- 
punkt (Ay,hy:-.-‚As4ı) #(0,...,0) die Folge {z,} mit 
„ehlyt'ty)+'thrılYı + + Y40) 
gleichverteilt mod 1 ist. 
Für 2,3 — = ergibt sich der Ausdruck 
Anka = hılyazı ++) + halYn+a ++ )+ 
+ harılYa+s+1 ++ Yn+s+k) 
= hYn+ı + IaYnıa + °°° + los Ynrsıkı 
wobei die /; feste ganze Zahlen sind, die nicht alle verschwinden. Da {y„} nach Voraus- 
setzung vollständig gleichverteilt ist, ist also {22,2 — 21} gleichverteilt für jedes natürliche 
k und somit nach Hilfssatz 3 auch {z,} selbst, womit die Behauptung von Satz 19 be- 
wiesen ist. 
Wir zeigen nun die analogen Sätze für normale Zahlen. Zunächst einige Vor- 
bemerkungen: 
Bekanntlich kann man jede reelle Zahl x mit O<sx=<1 als a-adischen Bruch 
z =(, 2,%%, ... darstellen, wobei O<z,<sa—-41 gilt. Man kann nun der Zahl x 
umkehrbar eindeutig die Folge x = {z„} zuordnen. Dabei kann man die x, als Elemente 
der additiven Gruppe G, der Restklassen mod a auffassen. 


a—ı 
Ist « ein Maß auf G, und setzt man u(») = p,, so giltp, Z0und $ p, =1. Speziell 


„‚=0 
für das Haarsche Maß ergibt sich, =pı =" "= P.-N = 2. Es ist klar, was man unter 


der Verteilungsfunktion einer Folge von k-tupeln von Elementen aus G, zu verstehen 
hat. Bei sinngemäßer Interpretation bleiben alle Definitionen und Sätze des Abschnitts 3 
richtig. Wir führen bloß eine andere Terminologie ein: Besitzt die Folge x = {x.} (7. €G.) 
das Haarsche Maß als Verteilungsmaß, so heißt die Zahl x einfach normal. Ist die Folge x 
vollständig verteilt zum Haarschen Maß, dann heißt x normal. Man überzeugt sich leicht 
davon, daß diese Definitionen von normal und einfach normal mit den üblichen äquivalent 
sind (vgl. [2]). Ist # ein normiertes Maß auf G,, das keiner Restklasse das Maß Null zu- 
ordnet, so sagen wir, u gehöre zur Menge P. Ist die Folge x vollständig verteilt zu einem 
Maß u € P, so nennen wir die zugehörige Zahl x B-normal (vgl. dazu [11)). 
Hilfssatz 2a und 2b bleiben richtig, wenn man die Bedingung 
(hyha...,Ar) #(0,...,0) durch (A,,...,‚Ar) &(0,...,0) (mod a) 

ersetzt. An Stelle von Hilfssatz 3 tritt Hilfssatz 4, der ebenfalls in weit allgemeinerer 
Form von E. Hlawka [4] bewiesen wurde. 


Hilfssatz 4. Es sei u € P. Besitzt die Folge {zu,2. — ın} für jedes natürliche k das 
Verteilungsmaß v,, gegeben durch uf) = [St +" +) dult,) - - -du(t,) für jedes 
Ga Ga 

fE C(G.), dann ist die Folge {x„} gleichverteilt zum Haarschen Maß auf G.. 

Mit diesen Änderungen überträgt sich der Beweis von Satz 18 und 19 wörtlich auf 
den Fall der normalen Zahlen und liefert die folgenden Sätze: 

Satz 20. Ist die reelle Zahl y=(),YyıYa ‘Ya’ B-normal, dann ist die Zahl 
z=0,2% m mitm =EYyıtYa+ °''' + Y (mod a) einfach normal. 

Satz 21. /st die reelle Zahl y=(,YyıYa°‘*"Yn‘*" normal, dann auch die Zahl 


z=0,2,2%° m mitm EYyıt Y+t'''+ 4% (mod a). 
13* 
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On the Ergodic Theorem for Positive Linear Operators. 
By Eberhard Hopf‘) in Bloomington (Ind., U.S.A.). 


Let X denote a space with points x and let there be given a o-additive and o-finite 
measure defined on all sets belonging to a given o-field of subsets of X. All integrals 
f f, {= Ma), € X, are formed with this measure. If no domain of integration is in- 
dicated f f is extended through all of X. Denote by L! = L!(X) the linear space of all 
functions f(x) integrable in X and consider a mapping T = Tf of L! into L! which is 
linear and positive, /Z0 (inX)> Tf>0(in X). A previous paper?) of the author dealt 
with those positive linear operators from L! to L! which conserve the integral, f Tf = 1 f- 
They are closely connected with Markoff processes in X, and positivity and conservation 
of the integral arise simply from the requirement that a probability distribution in X goes 
over again into such a distribution. The author tried unsuccessfully to prove that the 
quotients (n =1,2,...) 


n—1 
e al) = SET, 


converge almost everywhere in X if fEL!, p€L!, p >0. In the mentioned paper 
this was proved under the additional hypothesis that the constants are in L! and that 
Ti =1. For the corresponding Markoff process this hypothesis means that X has finite 
measure and that the measure is invariant under the process. In the special case where T 
is generated by a measure preserving point transformation $ = Sx of X into itself, 
Tf(xz) = f(Sx), this theorem coincides with G. D. Birkhoff’s ergodic theorem. The general 
theorem had remained problematic for five years. In the case of point transformations, 
it covers the author’s generalization of Birkhoff’s theorem (infinite invariant measure) 
and the still more general theorem of W. Hurewicz (no invariant measure assumed) in 
the form given to it by P. Halmos, Tf(z) = w(z) f(Sx) where »(x) >0 is a suitably 
chosen fixed weight function. 

Only quite recently R. V.Chacon and D.S.Ornstein succeeded in solving the 
problem. In their paper?) they prove the following somewhat more general 


Ergodie theorem. Let T be a positive linear operator from L!(X) to L!(X) with an 
L*!-norm <A. If fELı(X), p€eL.(X), p=0, then the quotients Q„(f, pP), n> ©, have 


a finite limit in almost every point of the set where 3 T'p >. 
0 


It seemed desirable to us to present Chacon’s and Ornstein’s ingeneous proof in a 
more transparent form. This is what we do in the following lines. It is, in particular, 
the subsequent “Basic lemma 1” which seems to us to bring out more clearly the core 


1) The author is indebted to the Office of Naval Research for a research grant at Indiana University. 

2) E. Hopf, The general temporally discrete Markoff process. J. of Ratl. Mechanics and Analysis, 8 (1954), 
13—45. 

®) R. V. Chacon and D. $. Ornstein, A general ergodic theorem. Illinois J. of Mathematics, 4 (1960), 
153 — 160. 
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of their reasoning. Our subsequent proof is very simple. Little touches have been applied 
in other places too to simplify the presentation. It must be said, however, that the 
principal ideas are those of Chacon and Ornstein. 
The proof makes use of the lattice operations {> f*, > f- which carry L! into L!, 
(2) j+ = max (f, 0), f7 = — min (f, 0). 
There holds 
(3) /=#t—-h, ll et+r. 
f*, f- are both > 0 but never both >0. Therefore 
(4) I=h-hh20 >» PFsh,Fsh- 
From 7Tf = Tf+ — Tf-, from the positivity of T and from (4) it follows that 
(5) (T+ < Tft, (T)-s Tf-, |Tf|s Tjf|. 
The assumption that | 7 |< 1 is equivalent to the statement that 
(6) | 920 > [Tp< fp. 


The proof of the ergodic theorem is carried through in several steps the first of 
which is the proof of the 


Basic lemma 1. /f EL! and if » 


n—1 


sup Z T’f >0 


n>0 0 
holds in each point of a set A (belonging to the given o-field) then there exist, to each e>, 
functions h€EL!, pEL! such that 
ea) h"<sf-, 
Y) Sh=<fh; 
6) [h" <e. 
A 
Proof. We define a sequence of functions , €L}, i>0, h, = f, such that h,,, is 
obtained from Ah, on applying 7 only to its positive part, 
(7) hyı= Ti —h,b=f. 
We show that each h = h; has the properties «) — y) and that ö) is satisfied for suffi- 
ciently large i. From (7), the positivity of 7 and from (4), 
(8) hyıshr 
and this implies «). (7) may be written 
hy =ha+ Tht —ht. 
Hence, by summation, 
(9) ,=1+T9_-1ı—- 9-,M=Zhr, 
0 


which proves ß). But ß) in turn implies y) by virtue of (6). From ,— 9, _,=ht zh 
and from the first equation (9), 
pi 2 f + T Pi-ı3 


i>0. As T is order-preserving this implies, by induction, that 


i—1 
9 22Tf+ T'y,, 
0 
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i>0. As 9, =ht =ft > f it follows finally that 


i ‘ 
9 =F3ıhr2z5,TYf, 
0 0 


i>0. Evidently this holds for i = 0 too. This inequality and the hypothesis of the 
lemma imply now: In each point of A at least one of the h}, »>0, is positive or, in 
other words, at least one of the Ah, is zero. Hence, from (8), h, = 0, it follows that A, , 0 
in A and, consequently, that f h, > 0. Lemma 1 is herewith completely proved. 
Ä 
Lemma 2. If fEL! and if 


n—1 
supsTf>0 


n>0 0 


holds everywhere in a set A then f satisfies 
St+f/r20, A=X-—4A. 
A A 


Proof. We prove the lemma first under the more restrictive hypothesis that sup > 0 
in A. For any given e > (0), lemma i may be applied. From the statements Öö), «), y) of 
this lemma it follows that 


—:- [7 <—- Sm —[=—f[u<fasft. 


This is only another form of the desired inequality, but with — e in place of 0 on the 
right. This inequality is thereby proved since e was arbitrary. 

In order to prove the lemma under the original hypothesis, sup > 0 in A, we need 
merely use a function p€_L!, p >0, (such a p exists as the measure was supposed to 
be o-finite) and apply the restricted lemma to {+ np, n >, in place of f. On letting 
n>0 we obtain the complete proof of lemma 2. 

Remark. Lemma 2 is completely equivalent to the author’s lemma (l. c. 2), the 
maximal ergodic theorem): 


[fz0 


B 


n—1 
if B is the set of all points where sup 5 T’f > 0 (or the set of all points where this sup 
n>0 0 
is >0). The equivalence follows from three simple facts. Firstly, the hypothesis of 


lemma 2 says that A< B. Secondly, the left hand side of the final inequality of lemma 2 
equals 

St+Sf+Stzft 

B c B B 


where C = B-—.A. Thirdly, in B there holds sup < 0 and, in particular, f < 0 or, in 
other words, ft = 0. This makes the equivalence obvious. 


Lemma 3. Let fEL!, p&eL!, p=0. Then 
sup |Q.(f, pP) | < 
n>o0 


holds almost everywhere in the set where p >. 

Proof. As |Q„(f, p) | < Q.(| f |, p) it suffices to prove the lemma for the case that 
fz0, and without the absolute value sign. Let A denote the subset of the set [p > 0] 
where sup Q,(f, pP) =>o. For any number » > 0, lemma 2 may be applied to f — wp 
and A as 

Qu(f — op, pP) = Qulf, pP) — o. 
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Therefore, 
St—op) + f4—op+ 20. 
A A 


From f— op sf, fZ= 0 it follows that (— wp)* = f. Hence, 


[r=safr 


Asp >0in A and as o is arbitrary A must have measure zero. Lemma 3 is thereby proved. 


Lemma 4. /f [fEL\, p&eL!, p=0 then 


n—1 
lim T*f/ zZ Tp=0 
n>© 0 
Proof. It suffices. to prove this for the case f > 0. Choose a number e > 0 arbi- 
trarily and consider the functions 


n—1 
En = Se; Tp,9=f 


which satisfy the relations 
(10) Bn+ı + Ep = Tpn- 


It is sufficient to show, for almost every point of the set [p >0], that g„ <0 for all 
large n or, in other words, that 2 x, converges where x,„ is the characteristic function 
of the set [g. Z 0]. From x,8n = gf and (10), 


Seir + ef Yazı Rn” Sarı (Gn+ı + EP) 
= [4176 < [A+ıTet < [Tg} s fs}. 


By summation of the resulting inequalities from n = 0 on, 


Ss} + efp Ex, < fs} 


[e) if 
fp2.=:/si- 
1 € 


This obviously implies what we want to show and lemma 4 is herewith completely proved. 
The next lemma contains the principal part of the proof of the ergodic theorem. 
Its proof is based upon lemma 1 but it makes use also of lemma 4. 
Lemma 5. Let fEL!, p&€L!, p=0. If in each point of a set A there holds p >, 


and, hence, 


5 T’p = oo and 
0 
lim Q,(f,p) <a <b <lim Q,(f, p) 


where a,b are numbers then A has measure zero. 
Proof. Choose a number e > 0. Part of the hypothesis says that in the set A 


sup Qu(f — bp) > lim Q,(f— bp) >0. 


Therefore we may apply lemma 1 to f— bp in place of f. There exists a function h € L! 
(the h of lemma 1 is now written in the form k — bp) such that «) 


(11) (h— bp) s (f — bp)- 
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and ö) 
(12) [(h— bp)- <e. 
A 


(11) is equivalent to the statement that A <bp implies h > f. Consequently (a <b), 
h <ap implies h > f which means that 


(13) (k— ap)" <s (f— ap)- 
holds too. Now we make use of ß) of lemma 1, 


n—1 
Qu(h, P) = Qulf, P)+ (T"9— 9) 2 T'p, 


and we apply lemma 4 to 9, p. We also use the hypothesis that 5 T'p = » on A. It 
follows that Q,(h, p) has the same upper and the same lower limit as Q,„(f, p) in each 
point of A (except in the points of a nulset which may be neglected in what follows). 
In particular, 
lim Q,(h,p) <a or lim Q,(ap—h,p) >O in A. 

Consequently, lemma 1 may be applied to ap—h in place of the f there. The new 
auxiliary function Ah of this lemma is now written in the form ap — f’. It follows from 
y) that 


(14) Stap —f) s ftap—h) or fi —ap) > f(h— ap), 
and from «) that 
(15) (ap — f)" Ss (ap—h)- or (—ap)* <(h—ap)*, 
and, finally, from ö) that 
(16) Se —n- - t —ap* <e. 
On using the first relation (3) we can write the inequality (14), second form, 


(17) Sit — ap) < f(h— ap)- + [If — ap)+ — (h— ap)*]. 
As the integrand in the last integral is < 0 (see (15)) the inequality stays true if the 
integral is taken over A. Now, 
(h—ap)+ 2Zh—ap=h—bp+(b—a)pZ2 —(h—bp) +(b—a)p. 
Consequently, the right hand side of (17) does not exceed 
Sir — ap) + [W —ap)* + fi — bp) — (da) fp. 


We apply (13) to the first term, (16) to the second term and (12) to the third term. Thereby 
we obtain the inequality 


(18) St — ap) = ft —ap)" + 2e— (be) [p 


in which k no longer appears. By the same reasoning as above it follows that Q,(f’, p) 
has the same upper and the same lower limit as Q,(h, p) in each point of A. The final 
result is the following. If f satisfies the hypothesis of the present lemma then there exists, 
to any given e >0, a function f’ which satisfies the same hypothesis and, in addition, 
the inequality (18). This result may in turn be applied to f': There exists a function f’’ 
which satisfies the hypothesis of the present lemma and the inequality 


ft’ — ap)- <= ff —ap)- + 2° (be) /p, 
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and so forth. On adding up the first n of these inequalities and on observing that the 
integral remaining on the left is > 0 we find that 


n[(b —a) [p—2e] < ff — ap)- 


holds for any integer n. Therefore, the number between the square brackets is < 0. Since 
e >(0 was arbitrary it follows that f p = and, since p >0) was assumed in A, that A 
A 


has measure zero. Lemma 5 is hereby proved. 


Proof of the ergodic theorem. First we prove the theorem for the set where p >0. It 
suffices to prove it for the case that f > 0 (in X). Lemma 3 implies that the (finite or 
infinite) limit if it exists must be finite almost everywhere. So we need only prove existence. 


Within the part of the set [p >0] in which 5 T'p < oo this is trivial because then 


lim Q, < oo implies that the series 5 T'f with non-negative terms has a finite sum. In 
the remaining part [p >0, 3 T‘p = oo] the positivity of the measure of the set where 


lim <lim would imply the existence of numbers a,b, a<b, such that the set 
[im <a <b <lim] would have positive measure, in contradiction to lemma 5. Hence, 
lim = lim holds almost everywhere in that remaining part. 


In order to prove the theorem under the hypothesis mentioned there, i. e. for the 
set where 5; Tip >, we observe that this set is the union of the sets [p >0] and 
(19) [Sz4ıp >0, Sıp =0], k >0. 
In this set, 7*p = S,,ıp — Sıp >. On letting 
Aut An 


we see that 


Sıf 


Pr Qnlf, de 7 


il 
Sup 


von 9a 
Qn-ı(f', pP’) m Sup 


holds in this set and for n > k. From this formula and from what we have proved before 
it is evident that lim Q,„(f, p) exists and is finite almost everywhere in the set (19). The 
theorem is hereby completely proved. 


Eingegangen 15. Januar 1960. 





Über ein (max, min)-Theorem in der Theorie der 
Protoverbände und Dreigespanne. 


Von Fritz Klein- Barmen in Wuppertal. 





1. In zwei früheren Arbeiten!) habe ich im Rahmen der Theorie der abstrakten 
distributiven Verbände einen Satz bewiesen, aus dem durch Realisierung mehrere be- 
merkenswerte (max, min)-Identitäten und darauf zurückführbare (», t)-Identitäten ele- 
mentar arithmetischer und zahlentheoretischer Natur hervorgehen. 

In der vorliegenden Untersuchung zeige ich durch Konstruktion des Dreigespanns, 
einer dem multiplikativen Verband ?) ähnlichen Algebra mit drei binären Operationen, 
deren Kern ein noch näher zu beschreibender Protoverband ist, daß das in [10] angegebene 
Axiomensystem ohne Schaden für das genannte Theorem abgeschwächt, — anders aus- 
gedrückt — daß der Gültigkeitsbereich des Theorems vergrößert, und zwar ganz be- 
trächtlich vergrößert werden kann. 

2. Es sei M eine abstrakte endliche oder unendliche Menge. Kleine lateinische 
Buchstaben sollen, wenn nichts anderes bestimmt wird, Elemente von M bezeichnen. 
Durch pvp, v, n und > seien binäre Operationen symbolisiert. 

Zunächst einige Definitionen und Hilfssätze. M heißt ein Operativ in bezug auf v, 
wenn das Existentialaxiom ®) 

I. Vaıvy3z} oy =2z 
in Kraft ist. Ist M ein Operativ in bezug auf v, so sei 2,0 dx. der durch 

(1) 2D°* dia = (2,0 ° 02) Ola (m > 2) 
rekurrent erzeugte Term. 

Die Verknüpfung v heiße assoziativ bzw. kommutativ bzw. autogen‘) in M, wenn M 
ein Operativ in bezug auf v ist und II bzw. III bzw. IV gilt: 

11. VavyVz} (zuy) oz = zu (yv2), 

II. Vzvy} z0y = yoz, 

IV. VıVyvz} (zoy) oz = (x0z) v(yvz). 

Wegen (1) können in II und IV die runden Klammern links vom Gleichheitszeichen 
fortgelassen werden. Durch Induktion ergibt sich: 


Satz 1. /st v autogen in M, so ist 
(2) (2,0 ** 0x.) dz = (2,02) D * * - D(20z) (m 22). 


1) Vgl. [8], 320 u. [10], 9%. 
2) Näheres über multiplikative Verbände in [1], 200 u. [3], 127 sowie in [2] und [10]. 
®) Bei der Formulierung der Axiome wird von der logistischen Schreibweise Gebrauch gemacht; unter 
Vz} ist der Alloperator, unter 3x2} der Exisitenzoperator zu verstehen. 
4) Statt „autogen‘ werden auch die Bezeichnungen „unsymmetrisch-assoziativ‘ und „autodistributiv‘ 
verwendet; vgl. [4], [5] u. [11], 50. 
14* 
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Satz 2. Ist v autogen in M und e ein in bezug auf v links neutrales Element von M, 
d. h. ist für alle Elemente evx = x, so sind die Elemente von M idempotent in bezug auf v. 


Beweis. Für alle x ist 
(eve) vx = (evx) v(evz). 


Satz 3. Ist v assoziativ und autogen in M, so ist für alle Elemente 


zUIdr = TOUIdIdr. 
Beweis. Für alle x ist 
(zux) vx = (xzox) v(zur) = (zuadr) vr, 
woraus die Behauptung auf Grund der Festsetzung (1) folgt. 

M heiße ein distributiver Protoverband in bezug auf (v, nn), wenn erstens M ein 
Operativ in bezug auf jede der beiden Verknüpfungen, zweitens v autogen in M und 
drittens v mit n durch 

V. Vavyyvz}(eny)uvz=(zuz)n(yv 2) 
gekoppelt ist ®). 

Analog zu Satz 11 gilt: 

Satz 4. Ist M ein distributiver Protoverband in bezug auf (v,"n), so ist 

(3) (zn n)v2z2=(mVZ)n N (mV 2) (m > 2). 

Die Bezeichnung ‚„distributiver Protoverband‘“ ist durch den Umstand gerecht- 
fertigt, daß es sich bei dieser Algebra um eine embryonale Entwicklungsstufe auf dem 
Weg zum distributiven Quasiverband ®) handelt, der selbst wieder eine Etappe auf dem 
weiteren Weg zum gewöhnlichen distributiven Verband ist. 

Satz 2 läßt sich folgendermaßen ausbauen: 


Satz 5. /st M ein distributiver Protoverband in bezug auf (v, n), ist e links neutral 
in bezug auf v und gilt eme=e, so sind die Elemente von M idempotent in bezug auf 
jede der beiden Verknüpfungen. 

Beweis. Wegen Satz 2 ist nur nachzuweisen, daß alle x idempotent in bezug auf n 
sind. Das folgt aber sofort aus 

(ene)vx=(eva)n(eug). 


M heiße ein Dreigespann in bezug auf (v,"; o), wenn erstens M ein Operativ in 
bezug auf jede der drei Verknüpfungen, zweitens M ein distributiver Protoverband in 
bezug auf (u, n), drittens o assoziativ und kommutativ in M und viertens © mit v und n 
durch 

VI. Vayy}(zuy)o(eny)=zoy 
gekoppelt ist. 

Zur Illustrierung des Begriffs einige Beispiele. 

Sind v und rn die durch 

VevyJzauvy=az,VavyyJany=y 


definierten Verknüpfungen ’’), ist o irgendeine in M assoziative und kommutative Ver- 
knüpfung, so ist M ein Dreigespann in bezug auf (v,1; o). 


5) In dem Fall, daß v und n dieselbe Verknüpfung symbolisieren, besagen IV und V dasselbe. 

*) Die Theorie der Quasi-Verbände (Schief- oder Schrägverbände) ist — unabhängig voneinander — von 
P. Jordan in [6], [7] und S. Matsushita in [12], [13], [14] begründet worden. 

?) Danach ist M ein schiefer Halbverband sowohl in bezug auf v als auch in bezug auf n, wobei jedes 
Eiement rechts neutral in bezug auf v und links neutral in bezug auf „. ist. Den Begriff des schiefen Halbverbandes 
habe ich in [9] eingeführt. 
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Ist v die durch 
veyyJzuy=c 

definierte Verknüpfung, wobei c ein beliebiges, aber festes Element aus M ist, ist M 
überdies ein Operativ in bezug auf eine der Bedingung enc=c unterworfene Ver- 
knüpfung , so ist M ein Dreigespann in bezug auf (v,n; vu). 

Ist M ein gewöhnlicher Halbverband in bezug auf u, so ist M ein Dreigespann in 
bezug auf (v,v; vu). 

3. Es sei M ein Dreigespann in bezug auf (u, n; e). Ist m eine vorgegebene natür- 
liche Zahl, so sei 

(4) Au «u ie \sA,<'-<A\,Ssm;u=1,...,m) 


eine der u-gliedrigen Teilfolgen der Folge 1,..., m. Es seien x,, . . -, &m Elemente aus M, 
wobei für u + u’ sowohl x, = z,, als auch x, + z,, sein kann, was bei den Anwendungen 
zu beachten ist. Der Teilfolge (4) werde der v-Term x, vv T,, zugeordnet. Es sei 


(5) P(x«,v''vz,) 
Inch, ” 


das o-Produkt aller V-Terme, die bei festen Werten von m und u den (7) verschiedenen 


Teilfolgen (4) entsprechen. Ist kein Mißverständnis zu befürchten, so werde statt (5) 
einfach 


P(z,v Kg z,) 
geschrieben. Insbesondere ist 


m m 
P(z2,) = 20'032; Pla,v v2, )=nHV Va. 


Im Hinblick auf das (max, min)-Theorem ist es zweckmäßig, zwei Zählfunktionen 
einzuführen. Ist r eine reelle, hier übrigens stets natürliche Zahl, so sei y(r) die größte 
gerade Zahl, die nicht größer als r ist, und »(r) die größte ungerade Zahl, die nicht größer 
als r ist. Die beiden Funktionen hängen vermöge der Gleichungen 


ır+Yd=ohn+1,or+)=yn +1 
zusammen. 
Dies vorausgeschickt lautet das (max, min)-Theorem: 
Für m 22 ist 
(6) (zn n2,)ePla,v2,)o Pla, v2,0v2,02,)0'* 
= P(z,)oe P(a,v 2,02)", 


wobei die v-Terme vor dem Gleichheitszeichen aus einer geraden Zahl von Gliedern bestehen, 
die linke Seite der Gleichung (6) also mit 


P(la,v vu T m) 
abbricht, während die v-Terme nach dem Gleichheitszeichen aus einer ungeraden Zahl von 
Gliedern bestehen, die rechte Seite von (6) also mit 


P(x,, v A" | my) 
abbricht. 
Für m = 1 artet (6) in die Trivialität x, = z, aus. 
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Wird 


7) Ölen. am) = Play u v2,) 


gesetzt, so läßt sich (6) kürzer so schreiben: 
y(m) o(m), 
(6*) (a1. nz) + POslan : - + Zu) = PO ln - : + Zu) 
Cr 5 
Dabei durchläuft u links die geraden Zahlen von 2 bis y(m), rechts die ungeraden Zahlen 
von 1 bis w(m). 
Beweis. Die Behauptung ist für m = 2 nach VI richtig. Der Nachweis dafür, daß 
aus der Gültigkeit für irgendeinen Wert von m die Gültigkeit für m + 1 folgt, verläuft 
folgendermaßen. Nach (1) und VI ist 


(Nam) e (ld NN Em) V Amp) = (NN Em) 9 Anz: 
Setzt man 
(8) uU Em = Yu (v=l,...m), 
so ist nach (3) 
(0 Nam) oe Yır NY) = lH NN En) 9 Emyrı: 


Indem man beide Seiten der Gleichung mit 
rim) u y(m) „ 


pP Qu(&ı ..., %m) © pP Qu(Yyı, ..- Ym) 


(0 ( 
durch © verknüpft und berücksichtigt, daß o assoziativ und kommutativ ist, erhält man 
y(m) y(m) 


(zı N" N Amy) ° Plan. Em) o (Yyı nr "N Ym) ° PQulyn + - +» Ym) 
u”) 2”) 
y(m) , y(m) , 


zu (z, non m) ® P Q,(z:, .n.. m) ° Im+1 u PQ,(yı, ..- Ym) 
ey Ch 


und daraus durch zweimalige Anwendung von (6*) 


y(m) 5 o(m), 


(NN mr) ® PQulan “0, Zn) © ” QulYn + » +» Ym) 
ur) u) 
o(m), y(m) 


= PQyu(&1 - » -, m) ® myı ® P (ul ...Ym)- 

nu=1 u=2 

(u) (9) 

Die Hilfsgrößen y,, . . ., Ym lassen sich vermittels der aus (8) gemäß (2) entspringenden 
Gleichungen 


(9) cs Ver ; rn. Mr An A ER. 79° (s=1,...,M) 
eliminieren. Faßt man für u =4,....m—1 die zu einem bestimmten # gehörenden 


Terme 
7, UV U, U Amyı (lsA<'.<A,sm) 


mit Qurılaı, 6) u Qusılaı er ., Zm+ı) zusammen und beachtet man, daß (9) für 
#u= m den Term 2, vv 2u,1 liefert, so ergibt sich 


y(m+1), o(m+1), 
(in Mmamı)° P Alan: + mr) = P Qulau: - + Zmrı)) 
-1 


u=2 u= 
(9) (u) 


womit die Allgemeingültigkeit von (6*) bewiesen ist. 
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4. Es soll noch auf die zu Anfang erwähnten Realisierungen eingegangen werden. 
R sei die Menge der reellen, G* die Menge der natürlichen Zahlen. Mit v(x, y) werde das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache, mit t(x, y) der größte gemeinschaftliche Teiler der 
natürlichen Zahlen x und % bezeichnet. In Tab. 1 sind die Daten zusammengestellt, die 
den verschiedenen Realisierungen zugrunde liegen. 





M zuy any zoy 





R max (z, %) min (x, %) c<+y 





R max (z, y) min (z, %) xy 




















G+ v(z, y) t(z, y) zy 
Tab. 1. 


Man überzeugt sich leicht, daß für jede der drei Realisierungen die acht konsti- 
tuierenden Axiome, nämlich 
I, I, 1, IH, III, IV, V, VI 
in Kraft sind®). Das Kopplungsaxiom V geht bei den beiden ersten Realisierungen in 
max (min (z, y), 2) = min (max (z, z), max (y, 2)), 
bei der dritten in 





v(t(z, Y), 2) a; t(v(z, 2), v(y, 2)), 
das Kopplungsaxiom VI in die in Tab. 2 aufgeführten Identitäten über. 





(.uy)e(leny)=zey 





max (2,y)+min(z,y)=x2+y 





max (x, y) min (z, y) = z2y 











v(z, y) tz, y) = 2y 
Tab. 2. 
Gemäß (5) und (7) verwandelt sich Q,(z;, - - -, 2m) bei den drei Realisierungen der Reihe 

nach in 





Z max (2,,.., 2.) II max (z,,..., 2.) IH v(z2,,--» 2): 
Burch Ayeedy N 
Nach (4) ist dabei über alle Systeme A,,..., A, zu addieren bzw. zu multiplizieren, für 
die SA, <'--<A,<sm ist. Wegen der Assoziativität und Kommutativität der 
max- wie auch der v-Verknüpfung kann diese Bestimmung durch die weitergehende 
ersetzt werden, daß über alle „-gliedrigen Kombinationen ohne Wiederholung zu addieren 
bzw. zu multiplizieren ist, die sich vermittels der Zahlen 1,..., m bilden lassen. 

Die auf Grund der beschriebenen Realisierungen aus (6*)hervorgehenden Formeln sind: 


y(m) m om) m 
(10.4) min(2,...2,)+2 $2max(z,,... = Zmax(z,,.-.,2,), 
Bu iy...d, pero „ 
N) (u) 
2 vim) m 
(10.2) min (2,..,2,)IT II max(z,,.-., 2.) =]JI IImax(z2,,..,2,), 
_. Busch nat Burc „ 


y(im) m 
(10. 3) Kt.) IT IT vla,,--- x en 2,)- 
._. a 


8) Der untere Index zeigt an, auf welche der Verknüpfungen sich das betreffende Axiom bezieht. 
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Hinzuzufügen ist, daß es zu jeder Realisierung ein duales Gegenstück gibt. Man 
erhält dasselbe, indem man in allen Termen max und min bzw. » und ti miteinander 
vertauscht. 

Prinzipiell anders hat D. S. Mitrinovitch die Identitäten (10. 1), (10. 2), (10. 3) her- 
geleitet. Er folgert dieselben nicht wie hier aus einem übergeordneten formalen Theorem, 
sondern beweist sie direkt, ohne die konkrete Zahlenebene zu verlassen ?). 


Eine Folgerung mag noch erwähnt werden. Sind z,,.. . ., z_ natürliche Zahlen mit 
min (2, ., 2m) =1 bzw. t(z,..., 2m) =1, 


so kann in (10. 2) bzw. (10. 3) der erste Faktor links vom Gleichheitszeichen unterdrückt 
werden, während sich rechts für das zu u = 1 gehörende Produkt beidemal z, x, 
ergibt. Sind z,, . . ., 2m insbesondere die ganzen Zahlen von 1 bis m und wird 2, =» 
gesetzt, so ist für m >-3 nach (10. 2) 


y(im) m 

IT ITmax(A,..., 4) 
u=2 Ayeendy 
(9) 

o(m) m 

I Imax(},...,4,) 


= 8 Au... 
’o 1 Ay 





und nach (10. 3) 


yim) m 

IT Iv(A,...,A,) 

n=2 Ayeeudy 
a 

@(m) m . 

IT IT v(A,...,4,) 


. Bunsoe Ay 





9) Vgl. [16]. Unter der engeren Voraussetzung, daß z,,...,2.” nichtnegative ganze Zahlen sind, findet 
sich (10.1) bereits in [16], 121 u. 329. 
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Bemerkungen zu einem Satz von Pontrjagin 
und Tschebotarjow. 


Von Johannes Thomas in Potsdam. 


1. Fragestellung. 


Im Anschluß an eine Abhandlung von L.S. Pontrjagin ([1], S. 1146) bewiesen 
N. G. Tschebotarjow und N. N. Meiman ([2], S. 255) folgenden 


Satz (X). In dem „Quasipolynom“ 
t kW 
(1) Fi) = 3 Zayieu 


i=0 k=1 
24, kl) 20), k(t) 21, a, #0, h, reell, hy <h,r: 1) 

sei mindestens ein zu einem Index | <t—-1 gehörendes Summenglied vorhanden, und es 
sei mindestens einer der Werte hu (l=0,...,t—1) größer als h,.w- Dann besützt 
F(}) eine unendliche Menge von Nullstellen A„ (m =1,2,3,...) derart, daß die mit einer 
gewissen positiven Konstanten p und einer gewissen Teilfolge {M,„} der Folge der natürlichen 
Zahlen gebildete Folge 

(2) im — (p In Mn + iM) 
konvergent ist (| = y—1). 

Die Konstante p ist folgendermaßen definiert: Wird der Wert ei a x, für die 
Indizes ! = !” angenommen, so ist are 

I-- Max In 


2a Max i 
u e. 1> Max ke) hyn), su — — hu, #0 2 


Ist k(t) = 1, so kann man mit Heranziehung des Stieltjesschen Integralbegriffs auch 


(3) F(}) = (— 1)t a, e'u? Det ( fe*dr,(s) My)... 
N 


schreiben, wo ö,,das Kroneckersymbol, N eine positive Zahl, die größer als Max | hu — hıı | 
ist, 
und r,,(s) eine (komplexwertige) Treppenfunktion ist, deren Sprungrelationen 


G—1,k ; 
rad — a_,a N) —rylla —h_ı,rt 0) = a (k=4A,...,kji—1)) 
1) k() = 0) bedeutet, daß in der Summe kein Glied mit der betreffenden Potenz A! als Faktor auftritt. 
2) Die Positivwertigkeit von p u sich so: Für l=1> ur. I) gilt nach Voraussetzung hr < hrn,zany» 
ti — Max I) 


v 
woraus 9 ZZ 





nr h >0 folgt. 
u, 80 
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lauten; die Aufgabe der Ermittlung von Nullstellen der Funktion F(}) ist dann die Auf- 
gabe der Nullstellenermittlung bei der in (3) stehenden Determinante als Funktion von }. 

Die Theorie der Systeme linearer Integrodifferentialgleichungen veranlaßte nun 
A. D. Myschkis, die Frage aufzuwerfen, ob sich über eine Determinante der in (3) stehen- 
den Gestalt eine der Aussage des obigen Satzes (*) entsprechende Aussage auch dann 
machen läßt, wenn man von den Funktionen r;,(s) lediglich voraussetzt, daß sie von 
beschränkter Schwankung sind ([3], S. 27). Mit dieser Frage wollen wir uns nachstehen!l 
befassen. 


2. Generelle Voraussetzungen, Vorbemerkung. 
Es sei 
Re 
(4) D(}) = Det ( f e-*dr;,(s) er 4) (N R- . 0, n = 1) 
—N j=e1,....® 

die zu betrachtende Determinante?). Wir fassen ausschließlich Werte A ins Auge, deren 
Realteile nichtnegativ sind. Die in (4) vorkommenden n? Funktionen r,,(s) sehen wir als 
komplexwertig an; von ihnen setzen wir, wie gesagt, generell voraus, daß sie in dem 
Intervall —N <s <N von beschränkter Schwankung sind. Wir nehmen 


(5) ry(— N) =0 (‚j=1,...n) 
an und erweitern, um im folgenden einige Formeln bequemer schreiben zu können, den 
Definitionsbereich der r,,;(s) auf alle reellen Zahlen, indem wir 
as =(0 fürs <—N 


(6) ru(s) Zry(N) fürs > N 


setzen. Bezeichnen wir die obere Grenze der Zahlen s< N, für welche f | r;,(e) | do ver- 
N 


schwindet, mit b;,, so ist De 
2 
(7) fe dr,,(s) = es R,,(A) 


(3) R,,(A) 2. fe FREE dr,,(s) 


bj 0 


N 
=-r,(NeaM Het Wrldd (bu <N). 


b;+0 


Bei einem Wert A mit positivem Realteil können wir 


(9) Ruta) = af eterylb, + 2) de 
0 
schreiben ([4], S. 71). 


3. Zwei Sätze über die Nullstellen von D(A) mit nichtnegativen Realteilen. 


Nachstehend beweisen wir jetzt zwei Sätze, die von Nullstellen mit nichtnegativen 
Realteilen der Funktion D(A) handeln. Der zweite dieser Sätze ist ein Existenzsatz für 
solche Nullstellen und stellt eine Verallgemeinerung des in Absatz 1 formulierten Satzes (*) 
in dem genannten Sinn dar. 

Satz 1. Bei der in (4) stehenden Funktion D(}) ist für das Vorhandensein unendlich 
vieler Nullstellen mit nichtnegativen Realteilen notwendig, daß mindestens eine der Zahlen b,,; 
negativ ist. 

3) Bis auf das erste Integral auf der rechten Seite der Gleichung (29), welches im Lebesgueschen Sinn zu 
verstehen ist, sind alle Integrale im Riemann-Stieltjesschen bzw. Riemannschen Sinn gemeint. 
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Beweis. Wir zeigen, daß dann, wenn alle b,,;, > 0 sind, die Anzahl der Nullstellen 
von D(4), die einen nichtnegativen Realteil haben, beschränkt ist. 


Setzt man (7) in (4) ein und entwickelt man die in (4) stehende Determinante, so 
erhält man einen Ausdruck 


n kü) 
(10) Di -(-Drar(i +2 2 Aula ae), 


i=1k=1 


der R;;(A) sind. Aus (8) ist ersichtlich, daß die AR;;(A) beschränkt bleiben, wenn 4 mit 
einem nichtnegativen Realteil gegen oo strebt ([4], S. 479). Das hat zur Folge, daß der 
Ausdruck, den die in (10) stehende runde Klammer enthält, für alle A-Werte von Null 
verschieden ist, deren Realteil nichtnegativ ist und deren Betrag eine gewisse positive 
Zahl überschreitet. Dieser Tatbestand liefert aber in Verbindung mit der Holomorphie 
von D(}) alsdann die zu beweisende Beschränktheit der Anzahl der Nullstellen von D(}) 
mit nichtnegativen Realteilen. Damit ist Satz 1 bewiesen. 


in dem die k(l) >0, die Hx = 0 und die A,(A) algebraische Summen aus Produkten 


Für den nunmehr zu formulierenden Satz 2 fügen wir in bezug auf die Funktionen 
ri;(s) den in Absatz 2 gemachten Annahmen noch folgende hinzu: 


Es existieren Ableitungsordnungen m;; Z 0 folgender Art: Bei noch näher zu kenn- 
zeichnenden &;; > 0 sind die Funktionen r;;(s) in den Intervallen b,;, <s <b,,; + &; min- 
destens m;j;-mal differenzierbar; die Funktionen r\j(s) haben in diesen Intervallen eine 
Ableitung im Lebesgueschen Sinne ([4], S. 103), und für die (dann vorhandenen) einseitigen 
Grenzwerte r'®(b,, +0) (u =0,...,m,;) gelten die Gleichungen 


(11) (bi; +)=-0 u=0,..,m;—1); ri; (b,, +9)=c0,#+0%. 


Unter den von uns gemachten zusätzlichen Voraussetzungen über die r;;(s) ordnen 
wir der Funktion D(}) in (4) die Funktion 


(12) D,(A; 2,) = A” Det (2,47 Me — M)jel...n 


zu, wobei die z;; komplexe Parameter sind und P eine nichtnegative ganze Zahl derart 
ist, daß D,(A; z,,;) nach Entwicklung der in (12) stehenden Determinante in ein Quasi- 


polynom der Gestalt 
t ki 
(1) D,(A; 2;) =5 P: aw(2;;) At erır? 


I=0k=1 


((=n+P2z1, kt) =1, a, = (—4)*, Au =0; kl) > 0, h, reell, hy < hr; ı) 


übergeht. Die a,.(2;;) sind algebraische Summen aus Produkten der z,; und damit 
stetige Funktionen des Systems aller z;,. Mit Beachtung von (7) liefert ein Vergleich von 
(4) und (12) sofort die Gleichung 


(13) D()=X?D,(; 2"# R,(})). 
Erfüllt das Quasipolynom (1’) die Voraussetzungen des Satzes (%), so können wir 


uns der beim Satz (%) eingeführten Nomenklatur bedienen und im Anschluß an (2a) 
die Größe 


(14) q Pu Max 1” + Phx» ‚zu, 


4) Zur Existenz dieser Grenzwerte siehe [4], S. 100. 
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einführen. Diejenigen Indizes /, für welche die Gleichung 
(15) I+ Ph = 4 
besteht, bezeichnen wir mit !, (o=41,...,s). Manhats > 2°). 
Satz 2. Die gemäß (12) definierte Funktion D,(}; z2,;) erfülle, in der Gestalt (1') 


geschrieben, die Voraussetzungen des Satzes (%), und von den s Zahlen a, ıu,(6) seien 
wenigstens zwei von Null verschieden; für die Größen e;, gelte 


> Mi 
(16) u >—. 
ii p 


Dann besitzt die in (4) stehende Funktion D(}) eine unendliche Menge von Nullstellen }.,, 


(m =1,2,3,...) derart, daß die mit einer gewissen Teilfolge {M„} der Folge der natür- 
lichen Zahlen gebildete Folge 


(17) Am — (p In Mm + iMn) 


konvergent ist. 


Beweis. Den Beweis des Satzes 2 führen wir nach dem Vorbild des Beweises von 

Satz (X) in [2], wobei wir ebenso wie beim Beweis des Satzes 1 die Theorie der Laplace- 
transformation hinzuziehen. 

Wir wählen aus der Folge der natürlichen Zahlen eine Teilfolge {M „ra = 1,2, 3,...) 

m Io 


so aus, daß alle s Folgen [e Er ; (ao =1,...,s) konvergieren, und schreiben 


Ak 
(18) mir. del-d. 


u>® 


Da voraussetzungsgemäß mindestens zwei der Größen a, ‚.„,(c,) von Null verschieden 


1 
sind, hat die in bezug auf ® ? algebraische Gleichung 


“ Rn; 
(19) 3 a, ,..u,(6) Qt (» ri = 0 
o=1 


mindestens eine von Null verschiedene Wurzel ®. Setzen wir mit einer solchen Wurzel # 
(20) A= Al) =pnM,+iM,+ind+t (a<Im(nd) <a) 


und schreiben wir 


nn. 


3 4—Io —Ig, 
(21) D,(A,(9); 24) Pr M(z @ „x, (24) aut ert + 2,62), 


so ist u„(£; 2,,) offenbar eine bezüglich £ holomorphe und bezüglich des Systems der z;, 
stetige Funktion. In jedem beschränkten komplexen (£; z,,)-Bereich gilt gleichmäßig 


(22) lim u„(£; 24) =0 ([2], S. 256). 


u>o® 


5) Es kann 1, = Max I(”) gesetzt werden; dann ist I,, ... ., 1, die Menge der Indizes 1 > Max 1”), für welche 
v v 
1 — Max I") 


der Quotient ———— —- — den maximalen Wert p annimmt. 


hun, — Ra 
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Unter Beachtung von (13) und (21) bilden wir die Funktion 
(23) 9,00) = Ma [a, (PD (2,00) — D, (4,0); 64)] 
.. M;'[D, (2,2); 1,(”ö R, (4,(8))) —D, (1,8); 6;)] 


Il 9—-is 


in z [a zu, (AR, A,O)) — a al]? er 
% u (2; 2,(8)”# Ri; (A,(8))) — u,(d; 6). 


Es ist v„(£) eine holomorphe Funktion von £, und nach dem eben Gesagten ist klar, daß 
in jedem beschränkten Bereich der komplexen Z-Ebene gleichmäßig 
(24) lim v,(£) = 0 
n>o© 
gelten wird, falls in jedem solchen £-Bereich gleichmäßig die Limesrelationen 
(25) lim 4,(9”"# Ry(Au(8)) = cu 
u>© 
bestehen. Wir beweisen (25) nachher und knüpfen an (24) an. Schreiben wir gemäß (23) 
und (21) 
- = Ir 8 _ bo lo, 
(26) D(A,(0)) = A,(2)=" Ma [# e? 3 a, u, (%) au dd PreP +u(l;c,)+ 2,10| 2 
o=1 
so ist bei Beachtung der Holomorphie von u,(2; c,;) und v,(£) sowie der Gleichungen 
(19), (22) und (24) folgendes ersichtlich: Umgeben wir den Nullpunkt der komplexen 
{-Ebene mit einer Kreiskontur $, von (beliebig kleinem) Radius r derart, daß die in (26) 
in der eckigen Klammer stehende, von # unabhängige o-Summe auf $, von Null ver- 
schieden ist, so gibt es eine natürliche Zahl «(r) derart, daß für alle x > u(r) die Funktionen 
D(A,(£)) innerhalb ®, mindestens eine Nullstelle haben. Wir lassen die Radiuslängen r 
eine eigentlich monotone Nullfolge {r„} (m =1,2,3,...; r, <#) durchlaufen, kon- 
struieren die Folge {u(r„)} als eigentlich monoton steigende Folge und setzen 


(27) Mm = Ma). 
Ist dann £ = L, eine Nullstelle von D (A, ,(2)) innerhalb 8, , so ist 
(28) Am =piInM„+tiM„+1nd + 
eine Nullstellenfolge der Funktion D(}), für welche die Folge (17) konvergiert. 


Es fehlt noch der Beweis von (25): Gehen wir bei R,,(A) von der Schreibweise (9) 
aus und beachten wir (114), so erhalten wir 


29 R,(A) — 0, = Je "rät d(b, + 2) de 
0 


(29) + 1 e [2/ e#r,(b; + 8; + 2) dt —_ 2 (+ ) . 


u=0 


Durchläuft A die Folge (20), wobei £ einem beschränkten Bereich der komplexen {-Ebene 
angehören mag, so strebt auf der rechten Seite von (29) das erste Integral gleichmäßig 
in { gegen Null ([4], S. 171), und das Integral in der eckigen Klammer bleibt beschränkt 
([4], S. 480). Des weiteren erhalten wir mit Beachtung von (16) bei Durchlaufung der 
Folge (20) gleichmäßig in £ den Sachverhalt 


ne Y, TE 
(30) Amer — (er - + ) - My? >0 für u> oo. 
u 2 


*%) Die Forderung r, < } gewährleistet, daß in der komplexen A-Ebene die den Kreiskonturen ®,,, der 
{-Ebene entsprechenden Kreiskonturen | A— (pln M„ + iM„m + 1n 9)| = r„ disjunkt liegen. 
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Die Beachtung der Beschränktheit auch der u-Summe in (29) liefert schließlich dann die 
Limesrelationen (25) gleichmäßig in jedem beschränkten Z-Bereich. 


Damit ist Satz 2 bewiesen. 


Sind im besonderen die n? Funktionen r,;,(s) sämtlich reellwertig, so erhalten wir 
den konjugiert komplexen Wert von D(A), indem wir dort A durch den konjugiert kom- 


plexen Wert ) ersetzen. Es hat dies zur Folge, daß zugleich mit den Werten A,, von denen 
Satz 2 spricht, auch deren konjugiert komplexe Werte A„ Nullstellen von D(A) sind. 
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Einleitung. 


Die Theorie der „Hecke-Operatoren 7,„‘‘ wurde von Hecke in zwei Arbeiten ([5], 
I, II) entwickelt und dann zum Studium der Arithmetik von Modulformen und Theta- 
Reihen verwendet. Seitdem wurden sie von verschiedenen Mathematikern im Zusamınen- 
hang mit zahlentheoretischen Problemen häufig untersucht. Ein neuer Zugang zum 
Studium dieser Operatoren wurde in der Arbeit von Eichler [4] eröffnet. Er hat diese 
Operatoren für Spitzenformen vom Grad — 2 zu einer gewissen Untergruppe der Modul- 
gruppe als Differentiale gewisser Korrespondenzen abgeleitet, wobei. diese Korrespon- 
denzen einem geeigneten Körper von Modulfunktionen zugehören. Auf diese Weise gelang 
es ihm, die Hassesche Vermutung für diesen Körper zu beweisen. 

Diese Methode von Eichler wurde von Shimura bei seinen Untersuchungen ([9], 
[10]) über Modularkorrespondenzen übernommen. Shimura nimmt die Hauptkongruenz- 
untergruppe I',(N) der Modulgruppe I'(1) und ordnet dieser Gruppe einen gewissen 
Funktionenkörper K über dem rationalen Zahlkörper Q zu. Er folgert aus gewissen 
Kongruenzrelationen und den Resultaten von Hecke über die Operatoren T', die Richtig- 
keit der Hasseschen Vermutung für K. 


In dieser Arbeit wird der Versuch unternommen, den Funktionenkörper K,„ über 
Q(£,) etwas näher zu analysieren (X, = K(£y), &y ist eine primitive N-te Einheits- 
wurzel). Wir betrachten X, als Galois-Erweiterung des rationalen Funktionenkörpers 


*) Diese Arbeit wurde im Jahre 1959 von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultät der Uni- 
versität Göttingen als Dissertation angenommen (D 7). Herrn Prof. Dr. Deuring bin ich für mannigfache Anre- 
gungen und Ratschläge zu Dank verpflichtet. 
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mit der Galoisgruppe I'(4)/T,(N) und verbinden mit jedem Charakter x dieser Gruppe 
eine globale Artinsche ZL-Reihe, die analog zur Hasseschen Zetafunktion von K,„ de- 
finiert ist. 

Wenn die Stufe N eine ungerade Primzahl q (2 7) ist, dann sind diese L-Reihen 
für gewisse Charaktere x meromorphe Funktionen von s. Der Beweis gründet sich auf 
weiteren Korrespondenzrelationen zwischen den Modularkorrespondenzen und den 
Korrespondenzen, die den Elementen der endlichen Gruppe /’(1)/I',(g) zugeordnet sind. 
Außerdem werden einige Resultate von Hecke über irreduzible Darstellungen von 
T(A)/T,(g) benutzt. Im letzten Teil werden einige weitere Nebenresultate über globale 
Artinsche ZL-Reihen im allgemeinen und einige Beispiele für die Stufe qg im besonderen 
diskutiert. 

In Teil I werden die notwendigen Vorbemerkungen über Modulfunktionenkörper 
und das Spezialisationsprinzip von Shimura gemacht. Wir definieren die Modular- 
korrespondenzen nach Shimura und beweisen einige Beziehungen zwischen diesen 
Korrespondenzen. Die Darstellungen dieser Korrespondenzen, die durch die Differentiale 
erster Gattung vermittelt werden, werden nach der Methode von Hecke studiert. 

In Teil II wird unter Benutzung der Reduktionstheorie von Deuring und Shimura 
die Fortsetzung der Funktionalprimdivisoren auf eine Erweiterung des Konstanten- 
körpers betrachtet. Dann werden die Artinschen L-Reihen des reduzierten Funktionen- 
körpers eingeführt; wegen der Korrespondenzrelationen im reduzierten Körper erhält 
man für die L-Reihen explizite Ausdrücke. 

Wir definieren die globale Artinsche L-Reihe in Teil III und beschränken uns in 
diesem ganzen Abschnitt auf Primzahlstufe g > 7. Für gewisse Charaktere x wird dann 
bewiesen, daß die globale Artinsche L-Reihe eine meromorphe Funktion von s ist, es 
wird sogar ein expliziter Ausdruck für diese abgeleitet. 

In Teil IV wird die allgemeine Struktur globaler Artinscher L-Reihen studiert. 
Hier wird nach einem Verfahren von Taniyama ([11]) ein Kriterium für die Darstell- 
barkeit dieser Reihen als Produkte Heckescher L-Reihen hergeleitet, das sind L-Reihen 
mit Größencharakteren. 

Schließlich geben wir einige Beispiele für Stufe qg und gewisse Charaktere x der 
endlichen Gruppe I'(A4)/T’,(g), für welche die entsprechende globale Artinsche Z-Reihe 
sich als ein Produkt von Heckeschen L-Reihen in Q(Z,) darstellen läßt. 


Bezeichnungen. 
Q: rationaler Zahlkörper; 
C: komplexer Zahlkörper; 
Z: der Ring der ganzen Zahlen; 


T(1): die Modulgruppe (die Gruppe aller Matrizen £ ı) mit ganzen Zahlen a, b, c, d 
und ad— bc =1). 


T,(N): die Hauptkongruenzuntergruppe mod N von T'(1),.d.h. & 3 e T(4) mit 


ce d 
( 2 u (‘ ı) (mod N), wobei N eine natürliche Zahl ist; 


T,(N): die Gruppe aller (.) EeI(1) mit c=0 (mod N). 


G% =: GL (2, Z/NZ): die Gruppe aller nicht singulären (2, 2)-Matrizen mit Restklassen 
modulo N als Elementen. 
5% = SL (2, Z/NZ): die Untergruppe aller Matrizen aus G% mit der Determinante 1. 


Wenn X ein Körper ist, so soll k die algebraisch abgeschlossene Hülle von k bedeuten. 
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Teil I. 
$ 1. Der Körper der Modulfunktionen N-ter Stufe. 


Seien ®,, ®, zwei komplexe Zahlen mit Im () >0 und bezeichnen wir mit D 


@g 

das durch (®,, ®;) auf der komplexen Ebene C erzeugte Gitter. Wir setzen 

8.(D) = g.(w,, ©) = O0 2 w*, 

8:(D) = g3(w,, ©.) = 140 2’ w®, 

A(D) = A(w,, @,) = g3(D) — 27g5(D), 

p(z, D) = p(z; w,, @,) = 2? + Z’[(2 — 0)? — w?], 

wo die Summation in 2’ über alle € D (» + (0, 0)) läuft. Die Funktion p und deren 
Ableitung p’ erfüllen die Gleichung 


pP? = ap — pP — 83: 
£(®,, ®,) und g3(®,, ®,) sind Modulformen von der Stufe 1 und von Grad — 4 bzw. — 6. 


Mit 7 = zZ bilden wir für jede natürliche Zahl N 
2 


‚ @1 0) u 


(1) fast) = fa, B; r) = (= Po, 


83(®1, ®;) 


Die Funktionen f,;(r) sind Modulfunktionen von der Stufe N. Man sieht leicht, 
daß fs = fs. dann und nur dann gilt, wenn («, ) = («', 8’) (mod N) ist. 


Seien a,b, c,d ganze rationale Zahlen mit add — be = 1. Es gilt 


2 1a EE7) = Me, 8; für (8) = (ap) (f,) mod N. 


Wir bezeichnen mit M, den Körper aller Modulfunktionen der Stufe N. M, ist 

ein algebraischer Funktionenkörper. Ferner ist er eine Galoissche Erweiterung von 
3 

M, = Cli(r)) (in == ir): und die Galoisgruppe ist isomorph mit S, = S%$/ + I 
ab ar+b 
cd cer+d 
mus von M,/M;, liefert. 

Sei 8, = Q(jilr), fl) O<w,B<SN—1A, (x, ß) + (0,0)). Für eine Modulsub- 


u ab\ . ar+b\_ a ab\ _ _ 
stitution ( “ gilt f (5 7 7) = f(r) für alle f € &, genau dann, wenn (. ı) = +1 


(mod N) ist, wie man aus (1) und (2) sieht. Infolgedessen entsteht M, aus 8, durch 
Konstantenerweiterung von Q zu C. Mit anderen Worten: 


(3) My = Child), fas(?))- 


Sei r, eine derartige komplexe Zahl mit Im r, >0, daß j(r,) transzendent über Q 


ist. Setzen wir jo = (To), Yo = ln und sei E diejenige elliptische Kurve, die durch 
ze 


derart, daß für jedes 


€ St die Abbildung f(r) - / ( 


) einen Autormorphis- 


die Gleichung 
Y=4X°— y,X— 9% 


Journal für Mathematik. Bd. 205. Heft 3/4 
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Er en . og: 
definiert ist. Wir wählen zwei komplexe Zahlen &,,, ®g derart, daß r, = _ ist, und 
02 


es sei D, das Gitter, das durch (og, ®gg) in C erzeugt wird. Dann gibt es stets einen 
analytischen Isomorphismus u(z) von C/D, auf E. Nach Shimura ([10], S. 19) gilt 


Oo, © 
(4) (ut) = Erde plz; 0 an), 
wo h die kanonische Funktion auf E ist. 
Die Punkte von E bilden eine additive abelsche Gruppe. Setzen wir 
g(N,E)={t€EE; Nt=0} 
mit einer natürlichen Zahl N, dann ist g(N, E) eine endliche abelsche Gruppe der Ord- 


nung N? mit zwei Erzeugenden (t,, t,). Wir können t, = u (Fr). ,=u (*) wählen. 
Aus (4) sehen wir 
JE) = i(to), 

(5) hlatı + Bt) = Fast) (SR, <N). 

Wir bezeichnen mit K$(E) und K,(E) die Körper Q(j, t) und Q(j,, h(t)) (t läuft 
dabei über alle Punkte von g(N, E)). Beide sind Galoiserweiterungen von Q(j,); die 
Galoisgruppe von K,(E)/Q(j,) sei Gy(E). Jedes «o €G,(E) läßt sich zu einem Auto- 
morphismus von K%(E) erweitern, indem man {, 15 so definiert, daß A(t,)’ = k(t}) 
und A(t,)” = h(t5) gilt. (1,15) ist dann ein Erzeugendensystem von g(N,E), so daß 
(2) == (. ı) (2) mit einer Modulmatrix (: ) ist. Folglich gilt 


15 ed) \t, 


(6) hlatı + At)" = ha’, + Pt) mit (a8) = (aD) ( 


Dieser Automorphismus o ist durch die Matrix ( ı) bestimmt und wird der der Matrix 


( ı) bezüglich (t,, t,) zugeordnete Automorphismus von K,(E) genannt. 


Wegen (5) können wir (6) folgendermaßen umschreiben: 


Malt)” = alt) mit (a B') = (a P) (: ı): 


Mi) Nach dem „Spezialisierungsprinzip‘‘ von Shimura ([10], 
S. 21) gibt es einen Isomorphismus zwischen &, und K,(E), 
für den > 7, j(T)>j(t,) gilt. Unter diesem Isomorphismus 
ist fas(T) > fas(To) und die Gleichung (7) wird jetzt 


a b 
Fi. 1 9) Sal)? =Faple) mit (8) = (&B) (? 2). 
Das bedeutet dann, daß wir für jeden Automorphismus o von 8, über Q(j(r)) eine 


Matrix ( ) € G# haben. Diese Abbildung o > (: ı) ist dann ein Isomorphismus der 
Galoisgruppe von 8, über Q(j(r)) auf G,. (Prop. 5 in [10]). Wir bezeichnen daher die 
Galoissche Gruppe mit G,(E). Sei dann $S,(E), das Urbild von S, unter diesem Iso- 
morphismus. $S,(E) hängt nicht von (t,, t,) ab. 


Wir übernehmen jetzt die folgenden Sätze von Shimura (Prop. 6 und 7 in [10)]): 


the) 








Satz 1. Der Unterkörper von K„(E), der der Untergruppe S,(E) zugeordnet ist, ist 
nichts anderes als Q(jy, Ex), wo £y eine primitive N-te Einheitswurzel ist. Q(£,) ist dann 
algebraisch abgeschlossen in K,(E). 
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. fa b 

Satz 2. Sei | 
ce d 


hut dann &% = EX”; insbesondere ergibt, wenn ad— be = p (mod N) ist (p eine Prim- 


zahl), (: 2 den Frobeniusschen Automorphismus o = Ba in Q(£y)- 


) €G% und o der entsprechende Automorphismus von Ky(E). Man 


Jetzt behaupten wir die Existenz eines Unterkörpers L von K,„(E) mit der Eigen- 
schaft L>@(j,) und LQ(£,) = Q. Ein solcher Körper kann folgendermaßen kon- 
struiert werden ([10]): 

Nach der Identifizierung der Gruppe G,(E) mit G, durch den obigen Isomorphismus 


von Gy und mit ZL, den entsprechenden Unterkörper. Dann 
haben wir 
Gy = HySy, mit H,nS,=(l) und L,nO(£,) =®. 
Ferner ist Ly(£x) = Ky(E). L, ist nun der gesuchte Körper L. 
( ist algebraisch abgeschlossen in L,. | Msn) 
Da Q in ZL algebraisch abgeschlossen ist, gibt es eine voll- Po Fig. 2 

ständige singularitätenfreie Kurve /', definiert bezüglich @ der- 

art, daß L =Q(u) mit einem allgemeinen Punkt u von /’ bezüglich Q@ ist. Wir bezeich- 
nen die Kurve /’in dem Fall, daß Z, statt Z als Definitionskörper gewählt wird, mit T’,. 


' 00, ’ a 0 
bezeichnen wir mit A „die Untergruppe (6 4 ‚) (a, N) = y +/ r 


I 


$ 2. Modulare Korrespondenzen. 


Sei n eine positive ganze Zahl mit (n, N) =1 und seien g,(1 <x<s) die sämt- 
lichen zyklischen Untergruppen der Ordnung n von E. Nach einem Satz von Weil ([14], 
Prop. 10) gibt es elliptische Kurven E, und Homomorphismen A,: E> E, mit der Eigen- 
schaft: Kern A, = g.- 

Wir bezeichnen mit j, die birationale Invariante von E,; die j, sind alle algebraisch 
über Q(j,) und transzendent über Q. Es gibt für jedes « dann einen Isomorphismus 
7:QG)>QG,) mit jo = Ih 

Wenn Ah, = h’(1 <a<s) die kanonischen Funktionen von E, sind, so gelten 
die folgenden zwei Sätze von Shimura (Prop. 9 und 10 in [10)]). 

Satz 3. Es gibt für jedes « einen Isomorphismus o, von K,(E) auf K,(E,) mit 
Jo“ = j, und h(t)’ = h,(},t) für t€Eg(N,E). Der Isomorphismus o, ist durch diese Be- 
dingungen eindeutig fixiert, weil j, und h(t) den Körper K„(E) erzeugen. 

Satz 4. Sei v = (v,,..., Um) eine endliche Menge von Elementen aus K,„(E) mit 
lo EQl(v). Seien o,(1 <x<s) die Isomorphismen von K,(E) aus Satz 3. Dann enthält 
Q(v, j°e) den Körper Q(v’) und (v”,..., vs) bildet ein vollständiges System bezüglich Q(v) 
Konjugierter. 

Wir bezeichnen mit X, den bezüglich @ rationalen primen Divisor auf der Produkt- 
mannigfaltigkeit I’ x I’ mit dem allgemeinen Punkt u x u”: bezüglich Q. Nach Shimura 
nennen wir X, eine Modularkorrespondenz vom Grad n auf IT‘. Dann folgt aus Satz 4 und 
den Sätzen von Weil ([12], Th. 12, S. 204) 


X, (uxT)=ux $ u% oder 


a=1 


X,(u) = 3 u%. 


a=1 
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Es entspreche o„€G,(E) der Matrix & .) € G% unter dem Isomorphismus 
zwischen G,(E) und G,. Wir bezeichnen mit Y, den Ort von u x u®n bezüglich Q auf 
I x T. Da o, zum Zentrum von G,(E) gehört, d.h. 

Ao„(L) = 0„A(L) für jedes AEG(K,„(E)/L) 


gilt, so ist o„ ein Automorphismus von ZL, d.h. Q(u) = Q(u%); daher ist Y,„ eine birationale 
Korrespondenz von I’ und es gilt 


(10) Y„(u) = u. 
(Es soll hier bemerkt werden, daß X,„, Y„ nur von der Restklasse von n modulo N ab 
hängen.) 

Wenn g€S,„(E) das Urbild von (@ > € S% unter dem Isomorphismus ist, der 


durch (t, t,) definiert ist, bezeichnen wir mit C den Ort von u X u? bezüglich Q(Z,) au! 
T,x Ty- Es ist dann klar, daß K,(E) = O(£y,u) = Q(£,, uP) ist, oder: C definiert eine 
birationale Korrespondenz von I’, über Q(£,). Ferner gilt C(u) = u®. 


Sei p,„ der Automorphismus von Q(£,)/Q, für den p,: &y> { gilt. Da jede Korres- 
pondenz C über Q(£,) definiert ist, hat sie eine Konjugierte C’” unter diesem Isomor- 
phismus; C'”» hat den allgemeinen Punkt (u x u?)”, wo u x u” ein allgemeiner Punkt 
von € bezüglich Q(Z,) ist. 


Die Beziehung zwischen C und Cr wird durch den folgenden Satz erläutert. 
Satz 5. Wenn 1,„€G,(E) der Matrix (v .) € G%$ zugeordnet ist, dann ist Cr die 
Korrespondenz, die 7,'- pr, € S,(E) zugeordnet ist. 


Beweis. Sei r, €G,(E) das Element zu E . 


7, = rt, = p„auf Q(£,) ist. Ferner gilt 7,1; = o,, und da r, € H,ist, ur = u. Jetzt folgt 
(11) (u x uP)"r = (u x uP)'n 


= um x um 


) € G%$. Dann folgt aus Satz 2, daß 


= uu.nxX win or 
— u x (uinn)In Pin 
— u0n x (um) 'om, 
(u x u)” ist ein allgemeiner Punkt von C’”% bezüglich Q(Z,), so daß un x (wen)in ven 


auch ein allgemeiner Punkt von C’®r bezüglich Q(£,) ist, oder: C” ist die Korrespondenz, 
die 7, 'pr, zugeordnet ist, denn u% ist ein allgemeiner Punkt von I’, in bezug auf Q. 

Wegen Satz 5 können wir behaupten, daß jeder Automorphismus von Q(£,)/Q 
einen Automorphismus der Korrespondenzgruppe (C) induziert die den Elementen von 
Sy(E) zugeordnet ist: 

In: P> Pr. 

Da r,'pr, = rer," ist, so wird der Automorphismus 9, durch 9,: 9> ipri 
gegeben. 


1 


Bedeutet y€ S,(E) das Element, das Er: 0) € 5% zugeordnet ist, und bezeichnen 


wir die y entsprechende Korrespondenz mit A, dann gilt nach Shimura ([10], S. 11) 
folgender Satz: 
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Satz 6. Es ist Am-Y„= A (: bedeutet das Korrespondenzprodukt). 


cd d 


u i i b Pa N we 
Wir nennen zwei Matrizen ( > ( is mit ganzzahligen Koeffizienten und der 
Determinante n äquivalent, wenn eine modulare Matrix ( .‚ ) mit der Eigenschaft 


yö 


j 2.) = ( ;) (‘ ) existiert. Man kann dann zeigen, daß es genau s Äquivalenzklassen 


solcher Matrizen gibt und die Repräsentanten 1 r können sogar so gewählt werden, 


a,b) _ [10 2 
daß ” Pr = (o .) (mod N) gilt (Hecke [5], I). 


Nach der Methode von Shimura gibt es einen Isomorphismus o, von $&,, definiert 

durch 
o ee a,T + b, ie N 

(12) gr(T) =g (2 2) für jedes gE R,. 

Man hat dann 
I(t) = J(E,) 

und 

(13) Tey(to) = h,(A,(at, + Pt). 


Nach dem „Spezialisierungsprinzip“ von Shimura können (K,,o, K’r) und 
(Rn, 0, R%r) identifiziert werden. 

Sei 2, der Unterkörper von $,, der der Untergruppe H, von G, entspricht. Man 
kann 2, als den Körper der rationalen Funktionen auf 7’, bezüglich @ betrachten. Da 
z,€ H,„ ist, hat man aus (12): 


(14) g”(r) = e( - ) (1 <»v<s) für jedes gER,. 
Unter dem Isomorphismus zwischen $, und K,(E) geht 2, in ZL, über, und aus 
(14) folgt 


‚tb, 
1) re 


C,To + zZ) A =2’=2 s) für jedes 8 € Ly- 


Für einen Automorphismus 9 € G,(E), der einer Modulsubstitution ( ı) ent- 
i . ; cd 
spricht, haben wir nach (7) 


er) = ( ) = g(p(r)) fürgEL,. 
Dann gilt nach (15) 
gt) = (870) = glo,(p(to)))- 


Nun entspricht o,p der Substitution ” . . (. d- Da diese Matrix eine ganzzahlige 


c, d, cd 
Matrix mit der Determinante n ist, existiert ein Repräsentant [ Ki; Er mit der Eigenschaft 


Cu Eu 
© ;) (. b\ _ fa’ b' > 2) 
cd) \cd) \c 2) Cu dy 


ı ı 
mit einer Modulsubstitution (Ü Fr Wegen der besonderen Natur des Repräsentanten- 
systems gilt 


ea) =bmkaln) man 
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a, b,\ 
ei U, 


'# h 
Dies bedeutet, wenn g’ der ( .) entsprechende Automorphismus und o, der ( 


entsprechende Isomorphismus ist, daß für jedes gE L, 


g’”(t,) = g(o, (9(?7,))) = g(p (o,(7,))) 
(16) nn g(o,(To))? 
- (g(r,) Wr 

gilt. Aus (16) folgt sofort, da L, = @(u) ist, 

(17) ur — urur 
und 9 = r,gr, '. 

Wir sind jetzt in der Lage, den folgenden Satz zu beweisen. 

Satz 7. Es gilt ET. =(0W: X, für jede Korrespondenz C, die pgES, zu- 
geordnet ist. 

Beweis. Wenn u x u? ein allgemeiner Punkt von € bezüglich Q(Z,) ist, dann folgt 
aus (11), daß un x (un)'Pn' ein allgemeiner Punkt von Cr bezüglich O(£,) ist. 
Wir haben jetzt nach (17) 


8 8 Fü 
(X, ; C) (u®r) Px (uEr P)°r = 5 (utn°u)'n or, 
y=1l u = 1 


Be 5 u“) 
n=1 
— Ca [X,(u%)]. 


Das heißt aber, daß X, C — CH. X, von der Form A x I’, mit einem Divisor A auf 
I’, ist. (Weil [13], Th. 2). Da „m. X, keine Komponente der Form A x I’, hat, folgt 
A >0 Aber auf der anderen Seite ist Grad (X, :C) = Grad X„- Grad € = Grad X,, 
denn es ist Grad € = 1. Entsprechend gilt Grad (Ca - X,) = Grad X,,sodB A =, 
d.h. X,:C=CW'-X, gilt. 


$ 3. Darstellungen von modularen Korrespondenzen. 


Sei J eine Jacobische Mannigfaltigkeit der Kurve !". Wenn !'= T', ist, so be- 
zeichnen wir J mit J,. Wir dürfen auch annehmen, daß J über Q@ definiert ist, da /’ über 
Q definiert ist. Ferner ist auch die kanonische Funktion von I’in J über Q definiert, weil I’ 
einen rationalen Punkt über Q hat ([10], S. 23). Nun können die Korrespondenzklassen 
von I’ mit den Endomorphismen von J identifiziert werden; die letzteren bezeichnen wir 
mit A(J). Die Algebra A(J) ®@ soll mit A,(J) bezeichnet werden. 


Jedem Element 9 € $,(E) haben wir eindeutig eine Korrespondenz C der Kurve /' 
über Q(£,) zugeordnet. Wenn y diese Korrespondenzklasse bedeutet, dann ist y als Endo- 
morphismus von J über Q(£,) definiert. Bezeichnen wir der Einfachheit halber die Gruppe 
Sy(E) mit $ und die Gruppenalgebra von $ über k = Q(£,) mit R(k). Durch eine lineare 
Erweiterung der Abbildung 9— y läßt sich R(k) in A,(J) ® k einbetten. 


Jedes Element «€ X(J), und insbesondere auch jedes Element der Gruppe 5, hat 
eine Darstellung im Raum der Differentiale erster Gattung von IT‘. Da $ eine endliche 
Gruppe ist, zerlegt sich diese Darstellung vollständig in absolut irreduzible Darstellungen 
über einem gewissen Erweiterungskörper von Q (hier in der Tat über k=0(? )) 
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Wir wollen diese Darstellung von X(J) mit M“ bezeichnen. Für jedes «€ $ gilt 
(18) M*(a) = 2 M*(e, a), 
x 
wo Z eine direkte Summe und e, die Idempotente, die den irreduziblen Darstellungen 
der Charaktere x zugeordnet sind, bedeuten. Die e, sind von der Gestalt 


(19) &, = E58 ylatı)-o; 
So a es 
dabei ist r, = x(1) und s, die Ordnung von 5. Wir werden auch das Bild von e, € R(k) 
in W(J) ® k mit e, identifizieren. 
Nun führt jeder Automorphismus 9, von Q(Z,)/Q das Element y in y”r über, und 
die lineare Erweiterung dieses Automorphismus zu R(k) ergibt einen solchen Automor- 
phismus von AR(k), daß e,> ef» gilt. Man kann ce” als das Idempotent, das dem Cha- 


rakter x”r (mit x’r(&) = 1a") zugeordnet ist, betrachten. Denn es ist 


= Erle) ar = 42 aWN") 


So acs 
r 
-=— ZA) Ben 
So BES % 
wo a’ = ß, oder « = Ben" ist. 
Im allgemeinen ist der Charakter x” + x oder, was dasselbe ist, e”® + e,. Wir 
teilen die Charaktere x von $ in zwei Klassen ein: 
1) y’r= x oder er = e,. In diesem Fall wird x vom ersten Typus genannt. 
2) Wenn es unter (x) genau r verschiedene Charaktere %,,.. -, %r gibt, dann soll 
x von r-tem Typus heißen. Für die entsprechenden Idempotente haben wir dann 
u &,. 
Fall. x ist vom ersten Typus. Für soche Charaktere gilt die Gleichung 
em’. 


wo &, die Korrespondenzklasse von X, ist. Denn es gilt nach Satz 7, wenn an = ß 
gesetzt wird: 


= 2 Zy((BI)B- En 
0 Bes 


= Em (BT B- En 


So 
2 5 (8) a ß -E, 
So 9 


= 8,8, 


Hieraus folgt, daß die Darstellung «> M*(e,«) der Algebra R(k) sich zu einer 
Darstellung der Algebra {R(k), &,} (für alle n mit (n, N) = 4) erweitern läßt, und zwar 
durch die Forderung &,— M*(e,£,). Wir werden jetzt M*(e,£,) explizit ausrechnen und 
eine Normalform erhalten. 
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Wenn «> M(«) eine irreduzible Darstellung mit dem Charakter x ist, dann ist 
x” der Charakter der Darstellung «> M («’”%') zufolge der Definition von x. In 
unserem Fall sind, da xy” = y ist, diese beiden Darstellungen mit Koeffizienten in 
derart äquivalent, daß 

(20) M(ar') = A, M(a)- Az" 
für alle «€ S gilt. 

Jetzt ist die Abbildung 9„— A„ in (20) eine Darstellung der abelschen Gruppe 
G(Q(2,)/Q) und läßt sich infolgedessen in 1-dimensionale Darstellungen zerlegen. Mit 
anderen Worten, für eine passende Basis der Darstellung «> M(«), können die A, als 


Diagonalmatrizen angenommen werden. Wenn A, = (e;(n) dx) ist, so liefert die Ab- 
bildung 9. — &;(n) für jedes i eine 1-dimensionale Darstellung von G (Q(L,)/Q)- 


Sei fdg eine Differentialform erster Gattung auf der Kurve !’„ mit f,ge M,. f(r) g' (7) 
ist dann eine Spitzenform vom Grade —2 und der Stufe N, und umgekehrt ist jede solche 
Form von diesem Typus. Aus der Definition einer Modulform folgt 


’ BREPE [de sh.) WOFE |. Zu si) VOR BE 
(21) (fg' | L) 9-1) Er) (er + d)? 





für eine Modulsubstitution ZL == ( > 


Wenn 9 das entsprechende Element von L € $,(E) ist, folgt aus g’(r) = el 2. 
(für jedes g€ 2,), daß die Spitzenform (fg’ | L) (r) der Differentialform öC(f - dg) ent- 
spricht (C ist die Korrespondenz, die 9 zugeordnet ist). Dabei bedeutet öC das Differential 


der Korrespondenz C. 


= 
Bezeichnet man die Modulsubstitution(" ‚) = (6 


2 zu; A z ., [rn 0\ _ {n?0\ [x . 

gilt gr" (7) = g (= L ,) für jedes gE 2,, denn es ist E .) = » ı) (; ,) (mod N) 
2 

und ß > € H,„. Aus der Definition der Korrespondenz Y, folgt sofort, daß die Dar- 

stellung der Y,„ oder n„ dieselbe ist wie der Operator A,. 


Ganz entsprechend folgt aus der Definition der „Hecke-Operatoren“ 7, ([5], II), 
für f,geMy„(fdg eine Differentialform erster Gattung auf I’), 


v b, ! v b, 
a mer) ar 


=1 


at-+ ;) 


. (mod N) mit A,, dann 


Wenn f, g € 2, ist, so folgt nach einem Satz von Shimura ([10], S. 25) und aus den 
Gleichungen (14), daß die Form (fg’ | 7) der Differentialform (8X,) (fdg) entspricht, 
wo öX,„ das Differential der Korrespondenz X, ist. 

Infolgedessen sind die Darstellungen M*(y), M*(£,) der Korrespondenzklassen von 
C bzw. X,„ dieselben wie die der Operatoren L bzw. T,„ im Raum der Spitzenformen vom 
Grade —2 und der Stufe N. Dasselbe gilt auch für jeden unter einem irreduziblen Be- 
standteil der Darstellung M“ invarianten Unterraum. 

Sei (F,(r)) (ke =4,...,r,) ein Spaltenvektor von Spitzenformen, der sich unter 
der irreduziblen Darstellung D mit dem Charakter x für die Substitutionen ZL aus 5 
folgendermaßen transformiert: 


(23) (F)|L= M(L) -(F). 
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Dann gilt für den Vektor (F,) | T„ = (G,) nach Satz 5 und (21) und (22): 
nn 
(G;) |Z = (F,) | T,- L = (F,) | Zn . T.: 
Die Substitution Zr ist eine Modulsubstitution Z’ = S,„LS7' (mod N) mit 


5,= ( .)- Aus (23) und (20) folgt ferner, daß 

(24) Ay'-(G) |L = M(L) Ay" (G) 
gilt. Wenn man A, als Diagonalmatrix annimmt, A„ = (ei(n): ö,,), so ist A) ' = (&i(n):ö,), 
da &;'(n) = &,(n) ist (die e,(n) sind Einheitswurzeln). (24) impliziert dann: A,'(G,) oder 
&;(n) - (F;) | T,„ transformiert sich genau so wie (F;) bei der Substitution L von $. 

Es sei die irreduzible Darstellung D: L> M(L) x-mal in der ganzen Darstellung M® 
enthalten, dann ist (Fi(r)) W=1,...,r,, e=1,...,x) eine Basis des Invarianten- 
raumes unter D. Da (e,(n) F?|T,) i=1,...,r,) derselben Darstellung D unterliegen, 
folgt aus der Irreduzibilität von D, daß 


(25) (ein) FO) | T, = & autn) Fi 


mit einer (x, x)-Matrix «(n) = («,,(n)) gilt, deren Elemente in k liegen. «(n) hängt 
nicht von i ab. 

Aus (25) sieht man sofort, daß jedes System (F®,..., Fi?) i=1A,...,r,) ein 
Invariantensystem unter allen Operatoren 7, mit (n, N) = 1 ist. Wenn man daher alle 
diese Systeme zusammensetzt, ist die Darstellung von 7, in diesem Invariantenraum 
äquivalent mit der Matrix 

&(n)-a{n) 0 
0 . 
(26) | 
. 0 
0 a e, (n) -a(n) 
wo «(n) wie vorher eine (x, x)-Matrix mit Elementen aus k und 9,— e;(n) (für jedes :) 
eine Darstellung der Gruppe G (Q(£,)/Q) ist. 

Aber auf der anderen Seite ist M*(e,£,) dasselbe wie die Darstellungsmatrix von 7, 
in diesem Invariantenraum, und so erhalten wir endlich, daß M*(e,£,) äquivalent der 
Matrix (26) ist. 

Aus der Gleichung M(R,) An = An M(R,) folgt: Ist A„ Diagonalmatrix, so ist 
auch M(R,) Diagonalmatrix, und es gilt sogar M(R,) = A,.- e(n) mit einer Darstellung 
9„> e(n) der Gruppe G (Q(£,)/Q). Mit anderen Worten, die Darstellung des R,im vollen 
Invariantenraum ist die Matrix 

&(n?)-e(in)-E 0 - - 0 
0 . . 
. 0 
0 u = e, „(n?) -e(n)-E 
Aber wie wir schon bemerkt haben, ist M“(e, n„) dieselbe Matrix wie die Dar- 


stellungsmatrix von R,, d.h. M*(e,n,) = (26)'. 
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Fall II. x ist vom r-ten Typus (r >A). Hier betrachten wir den imprimitiven 


Charakter x, = & x;, der die Eigenschaft xf* = x, für alle 9, mit (n, N) =1 hat. Mit 
i=1 
anderen Worten gilt auch ef» = e,, und wie in (20) gilt e, &, = &,'€,. 


Nehmen wir an, daß xy, = yist und = xfm (1 s!<sr). Wir bemerken ferner, 
daß x,(1) = x(1) =r, für alle l ist. Bezeichnen wir mit U die Untergruppe von (9,), 
die x, fixieren, d.h. die Untergruppe aller p,, für die yP% = x, gilt. Wie im Fall I gibt 
es für jedes A (9, € U) eine Matrix A, mit Elementen ’n k mit der Eigenschaft 


(27) M(af‘) = Ay M(a) Az", 
wo M(«) Element der Darstellung D, mit dem Charakter x, ist. A, kann man als Diagonal- 
matrix annehmen und wenn A; = (ei(A) -ö,) ist, wird 9— &,;(A) eine Darstellung der 
Gruppe U. Durch direkte Rechnung folgt wie im Fall I (Hecke, [5], II, Satz 47a): Wenn 
die Formen (F;) ((=1,...,r,) der Darstellung D, unterliegen (D, mit Charakter x,), 
so gibt es A und v derart, daß die Formen (e;(A) F;) | T„ der Darstellung D, (mit Charakter 
4.) unterliegen, wo v, A und / folgendermaßen zusammenhängen: 


= 9, ME). 
Bezeichnen wir mit x; die Vielfachheit von D, in der Darstellung M*. Wenn (F%) 
((=1,..„r,o=41,...,x%) und (H) (i=1,...r, o=1,...,x,) die Basen der 
vollen Invariantenräume von D; und D, sind, dann erhalten wir wegen der Irreduzibilität 
von D, und D,: 


(28) E(M)F|T,=Za,a)H (i=1,..„r»o=h...,%), 
o=1 
wo &(A) = (x,,(A)) eine (x,, %,)-Matrix mit von i unabhängigen Elementen aus 
k ist. Nun betrachten wir die direkte Summe all dieser Invariantenräume; das 


r 
ist ein Raum der Dimension r, (£x%) = r,' x. Er läßt sich zerlegen in r, Systeme 
i=1 


(Fi)... Fir, Gi,..., Hl,..., Hfe,...)(ü=41,...,r,). Aus (28) folgt, daß jedes System 
unter allen Operatoren 7‘, invariant bleibt, so daß die Darstellung von T,„ in dieser 
direkten Summe D, äquivalent mit der Matrix 





/ 
&(Aı) a(Aı) * * 0 





0 +08, (A)achı) 


(29) &(A,) B(A) *» - + 0 














Be &, „(A2) B(},) 








ist, wenn man alle diese Darstellungen zusammensetzt; A, ist so gewählt, daß p,, € U ist. 
Andererseits aber ist M*(e,£,) dasselbe wie die Darstellungsmatrix von 7, im 
vollen Invariantenraum D,, so daß M*(e „£,) äquivalent zu der Matrix (29) ist. 











r 
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Ferner folgt wie im Fall I wegen der Beziehung M,(R,) A, = 4A, M,(R,) für 
jedes l, daß M,(R,) = A, e(A) ist, wo g,> e(}) eine Darstellung der Gruppe U ist. 
Da A von n und ! abhängig ist, erhalten wir für die Darstellung der A, im vollen In- 
variantenraum D, die Matrix 





(A) e(A)E 0 





BEA &,,(Aı) e(A,) E 














0:8 (A) e(A,) E 








Aus unseren Bemerkungen folgt dann, daß M*(e,,nn) äquivalent zu der Matrix (29') ist. 


Teil I. 
$ 4. Reduktionstheorie. 


In diesem Abschnitt erhalten wir weitere Korrespondenzrelationen durch die An- 
wendung der Reduktionstheorie von Deuring und Shimura ([1], [8]) und benutzen diese 
Relationen zum Studium der Struktur von ZL-Reihen, die mit K,(E) verknüpft sind. 

Sei k ein algebraischer Zahlkörper und p ein Primideal in k. Wir bezeichnen mit k 
den Restklassenkörper von k modulo p. Bedeutet X ein algebraisch-geometrisches Objekt, 
definiert bezüglich k, so soll X(p) oder & die Reduktion von X modulo p bedeuten. 

Sei V eine vollständige singularitätenfreie Mannigfaltigkeit bezüglich k. Nach 
Shimura heißt ein Primdivisor p ohne Defekt für V, wenn die folgenden Bedingungen 
erfüllt sind [8]: 

a) V ist p-einfach, 

b) V ist p-vollständig, 

c) V hat keine singulären Punkte. 

Wenn das der Fall ist, so haben, wenn V eine Kurve ist, V und V dasselbe Geschlecht. 
Ferner hat V im Fall einer elliptischen Kurve, als abelsche Mannigfaltigkeit, keinen 
Defekt für p. 

Seien I’, I" zwei über k definierte vollständige Kurven ohne singuläre Punkte und X 
eine bezüglich k rationale Korrespondenz zwischen I’ und I”. Durch Reduktion modulo p 
(p ein Primdivisor in k ohne Defekt für 7’, /”) erhält man eine Korrespondenz XmX (p) 
zwischen I’ und /”. Wenn ferner J, J' die Jacobischen Mannigfaltigkeiten von /’ und /” 
sind, so sind die reduzierten Mannigfaltigkeiten J und J’ die Jacobischen Mannigfaltig- 
keiten von /’ und r; '; außerdem sind J, J' über k definiert. Wenn der X zugeordnete 
Homomorphismus von J in J’ mit &£ bezeichnet wird, dann ist E der X „zugeordnete Homo- 
morphismus von J in J'. Wenn J = J' ist, so ist die Abbildung > £ ein Isomorphismus 
von A(J) in AN. 

17* 
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Wie in Teil I sei Z ein Unterkörper von K,„ derart, daß L>@(j,), Lr@(£y) =0 
ist. Sei Z’eine Kurve mit Z = Q(u) und u ein allgemeiner Punkt von I’ bezüglich @. Sei 
n = p eine Primzahl (p + N). Nach Deuring und Shimura hat /’ keinen Defekt für fast 
alle Primzahlen p; sei p eine dieser Primzahlen. Für jede dieser Primzahlen p fixieren 
wir eine der Erweiterungen (als Bewertung) in F der algebraisch-abgeschlossenen Hülle 
von QGo) und nennen sie auch p. Bezeichnet u den reduzierten Punkt von u, dann gilt 
O(u) = L, und u ist ein allgemeiner Punkt von 7 bezüglich 0. 

Sei //(p) der Ort von u xwauflxTin bezug auf O. Dann gilt nach Shimura 


([10], S. 16) zwischen X,, Y, und //(p) die folgende Beziehung: 


(30) X, = II(p) + IIp)'-Y, 
Ferner erhalten wir aus Satz 6 durch Reduktion modulo p: 
Am: Y, =ÄA. 


Aber da 9, der Frobeniussche Automorphismus (ER) ist, so kann diese Gleichung 
auch in der Form p 

Ar. Y,=Ä 
geschrieben werden. Aus den Gleichungen Ä-A=4 (da Aeine birationale Korrespondenz 
ist; A die Diagonale von TxT)und A-M (p)' = II(p)' » . Ar erhalten wir 


(31) A- IMp)' - Ä= Ä'- Ip)’ - Är-Y,= Ä'-A- Ip) -Y,= Ip) -Y, 


Sei J eine Jacobische Mannigfaltigkeit von I’ und 9 eine kanonische Funktion von 
I in J. Da T’ über Q@ definiert ist, kann J auch über Q@ definiert werden, und da /’ einen 
rationalen Punkt über Q hat, können wir auch g über Q definieren. Bedeuten £, bzw. 7. 
die Korrespondenzklassen von X, bzw. Y,„, so ist &,, 7„ € X(J). Für fast alle Primzahlen p 


hat J keinen Defekt für P, 80 daß J die Jacobische Mannigfaltigkeit von !' und 9 eine 
kanonische Funktion von Jin J ist. Wenn weiter £, und N. in Mi N7„ übergehen, so ist 
m An € Ad) und es gelten die Gleichungen 


(32) &, = ap) + ap) m, 
a(p)' 7, = a1: z(p)'- « 
wo die letztere auf F. gilt, & die Selen von A und z(p) die Klasse von 
II(p) ist. 
Bezeichnen wir jetzt mit Q(J) den über Q definierten rationalen Funktionenkörper 


von J oder, was dasselbe ist, den abelschen Funktionenkörper, der K zugeordnet ist. 
Dann kann man leicht einsehen, daß der K,„ zuge- 


Or) ! f UN 44) ordnete abelsche Funktionenkörper nichts anderes als 
S 4 AI = AI) (En) ist: es ist Q(J) = Qlun,-- us 
Pliy- ug) U Mun.3u a WO Une 8 unabhängige allgemeine Punkte 


von I’ bezüglich Q sind; Q(u,,.. ., 4,)s ist derjenige 
= Unterkörper von Q(u,,...,4,), der unter allen Au- 
2 918,) Fig.3 tomorphismen von Q(u,,.. ., u,) invariant bleibt, 
die Q fixieren und (u,,..., u,) permutieren. Da Q in 
Q(u, ...,4,) algebraisch abgeschlossen ist, folgt 


Q(£y) (J) u (Q(E) (u,, ... u,)), 
ne Q(u,, u . u,), ; Q(Zy) 
_ QJ) (£y)- 
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Für eine Primzahl p, für die J keinen Defekt hat, läßt sich p zu einem Funktional- 
primdivisor Py.n) von Q(J) erweitern, der außerdem einfach ist (im Sinne von Deuring, 
[3]). Indem wir den Satz 1 von Deuring in [3] auf den FallX =((J),k=(,k, = ((£,) 
anwenden, sehen wir, daß wir zu jedem Primteiler P von p in Q(£,) eine Erweiterung 
Pamen erhalten, da @(J) über @ und Q(J) über 7) regulär ist. Der Primdivisor Py.; „un ist 

— — — — 
über Q(£) einfach; Q(£) (J) ist regulär über Q(£,), und es gilt O(£y)(J) = O(J) - Olty). 

Nun definieren wir nach Roquette [7] einen Meromorphismus eines abelschen 
Funktionenkörpers A als einen Isomorphismus n von A in seine algebraisch-abgeschlossene 
Hülle A, und er ist vom ersten Grade, wenn das Bild An< A liegt. Ein regulärer Multi- 


plikator (im Sinne von Hasse) von K (oder K x) induziert einen Meromorphismus ersten 


— — a 
Grades von Q(J) (oder Q(£,) (J)), und nach dem Äquivalenzsatz von Roquette [7] erhält 
man eine 4 — 1-Korrespondenz zwischen regulären Multiplikatoren von K (oder K „) und 


Meromorphismen ersten Grades von 0) (oder Q(£y) (J))- 

Wir führen einen Hilfsbegriff, den verallgemeinerten Meromorphismus, ein. Wenn A 
ein abelscher Funktionenkörper über k und o ein Automorphismus von X ist, dann defi- 
nieren wir einen verallgemeinerten Meromorphismus 2 als einen Isomorphismus von A auf 
einen Unterkörper A*, der auf k mit dem gegebenen Automorphismus o übereinstimmt. 
(Für elliptische Funktionenkörper siehe Deuring [2].) 

Sei 9, der Automorphismus von Q(£,)/Q, der ö,in £% überführt. Dann läßt sich 
Y,„ zu einem Automorphismus von Q(£,) (J) erweitern, indem man a’ = « für «€ Q(J) 
setzt. Wir bezeichnen diesen verallgemeinerten Meromorphismus mit ®,. 

Nun folgt aus 7,€ H,, daß ur = u gilt. Das impliziert dann «* = « für alle 
&« €Q(J). Ferner ist T,= p, auf Q(£,), so daß Pr = Pr für B EQ(Z,) gilt. Aus diesen 
beiden Gleichungen erhalten wir die Aussage, daß die Erweiterung von r, zu Q(£,) (J) 
genau der verallgemeinerte Meromorphismus ®, ist. 

Für jeden Multiplikator u € $ (d. h. die den Elementen von $ zugeordnet sind) von 
Ky„ gilt der folgende Satz: 

Satz 8. Es gilt ©, u: D,' = u” (ur wie in Teil I). 

Beweis. Da beides Multiplikatoren von Ä, sind, sind sie die Identität auf Q(Z,). 
Es genügt daher, die Gleichung auf Q(J) zu betrachten. Nun folgt aus Satz 5, daß 
au _ mn! für jedes «€ Q(J) ist. Da r/, den verallgemeinerten Meromorphismus ®, 
induziert, bedeutet diese Gleichung ar" One! für a EA(J). 

Für n = pgilt PP = P für jeden Primteiler P von pin Q(Z,), da p, der Frobenius- 
sche Automorphismus (er, 


p 
und pg. zu Q(Zy) (J) bedeutet, ist der Primdivisor Pr gleich P. Mit anderen Worten, 
der verallgemeinerte Meromorphismus ®, geht in einen verallgemeinerten Meromorphis- 


nz neuen —— 
mus ®, von Q(£y) (J) über Q(£,)r über. 
- -—— 
Nun ist 9, der Automorphismus «> a? auf Q(Z,), so daß die Abbildung «> a® 
—— 


— m 
von Q(£,) (J) ein verallgemeinerter Meromorphismus x, ist. Mit (Q(£y)p:Q, )=f, setzen 
wir 2* = 7° D®/»=!. Dann ist der verallgemeinerte Meromorphismus x* ein Meromorphis- 


ist. Wenn also P den erweiterten Primdivisor von P 


— 
mus ersten Grades, da er eingeschränkt auf Q(Z,) die Identität ist. Aus unseren Bemer- 
kungen folgt dann, daß r* als ein Multiplikator von K, betrachtet werden kann. Weil 


r*, eingeschränkt auf 0m), der Meromorphismus &— «a? ist, gilt n* = n(p) auf om. 
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Durch Reduktion modulo ? (in Q(£,)) folgt nach Satz 8 sofort (für n = p) 
(33) ir = ®,- PR 6;' 
für jedes u€ S. Es ist aber 
un = Bm, 'un,d,' = EDz"; 
denn es gilt dh" - 55", und x,4 = ur,. Mit anderen Worten: Es gilt 


(34) rin" = 
Mit einem einfachen Charakter x der Gruppe 5 erhalten wir wie in Teil I das Idem- 
potent e,(EA,(J) ®k), und wir bezeichnen mit €, das Element €, = = EZ xla-)-«, 


0a€ES 
wo « der reduzierte Multiplikator von «& ist. Wie vorhin unterscheiden wir zwei Fälle. 


1 we 
Fall I: x ist vom ersten Typus. In diesem Fall gilt x” = x, d.h. e,? = e,. Aus 
(34) folgt dann i 


(35) 
oder 


Wenn man &£, auf den Körper Q(J) einschränkt, impliziert (35) die Gleichung 
(36) a(p)-&,=8,'a(p), 
da n* =n(p) auf O(J) ist. 


Fall Il: x ist vom r-ten Typus (r >1). Setzen wir „= 5 x- ep = e,, bedeutet 
i=1 


—] 


dann &,? = £,. Wieder folgt aus (34), daß 


oder 


(37) 


$ 5. Artinsche L-Reihen. 


Die folgenden Sätze 9 und 10 gelten allgemein für eine Galoissche Erweiterung. 


Der Körper K „ Ist eine Galoissche Erweiterung von Q(j,, £y) = Ry mit zu S iso- 
morpher Galoisgruppe (das folgt aus der Reduktionstheorie). Folglich können wir zu 


jedem x von S die Artinsche L-Reihe von K v/[Ry definieren (S. 81 [13]). 


Definitionsgemäß ist Z,(u) eine analytische Funktion von u, die für u=0 den 
Wert 1 annimmt und in der Umgebung von u = 0 von folgender Gestalt ist: 


exp (-/ ®,(u) =) 
(1 — u)®z (1 — p/ru)®z’ 





(38) L,(u) = 
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wobei p’» die Anzahl der Elemente von Q(£,) und 
_ fi wenn y=1 
ex ]0 wenn +1 


ist. ®, ist folgendermaßen definiert: 


® (u) = 4 Z 0(E,1") ur, 


Tın=1 
wo o die Spur der /-adischen Darstellung M, der Multiplikatoren von K „ und ı die 
Korrespondenzklasse von «> a?” (auf K „) ist. 
Wir werden jetzt folgenden Satz beweisen. 
Satz 9. Für y#+1 güt L,(u) = | E— M,(e, 1) u | (dabei ist Z die Einheits- 
matrix). 


29 
Beweis. Sei |E— M;,(e,.)-u|=IT(1—x,u), wo «, die charakteristischen 
Wurzeln von M,(e,ı) sind. Dann gilt ‘=! 


Aus den Sätzen von Weil [13] schließt man, daß die «, nichts anderes sind als die A, 
je mit der Vielfachheit a,, wo die A,, a; folgendermaßen erklärt sind: 
&,ı= FE As; (E, = Le) und o(e) = a;. 
i i 


Ferner folgt 
Er =EN: 8, 0le, N) = ZaK, 


was bedeutet, daß die charakteristischen Wurzeln von M,e,(:") die A}, jede mit Vielfach- 
heit a,, sind. Mit anderen Worten: es ist 


Zu =3a% =ofle,t"). 


Also folgt 


— log |E— Mile) u| = Zoe) —, 


n=1 


d - 5 rn 
u log |E— M;(e,)-u| = 20, u" 


1 
"= ® (u) "Ty- 


Nach einer Umrechnung erhalten wir aus (38) (für x #1) 
(39) (L,(u)x = |E— M,(e,) u |. 


Bemerkung. Für einen imprimitiven Charakter „= 3x: mit der Eigenschaft 


r„=r, (für alle i) folgt dann ohne weiteres Zu 


Cr I (L,Wy: = (LuWye = |E— ME, H ul 








Rangachari, Modulare Korrespondenzen und L-Reihen. 


Satz 10. Bezeichnet Z(u) die Zetafunktion des Körpers K x, dann gilı 
Z(u) = II (L,(w))*, 
wo das Produkt über alle einfachen Charaktere x von S läuft. 
Beweis. Aus der Beziehung 1 = 8, folgt o(*) = & o(e,ı"). Nun ist ([13], S. 70) 
x x 







du 
u 


d (log P(u)) = — Eo(w) .ur- 
n=1 





oo 


= — 5 Fol) u. 
1 


in= u 







d 
- — Ir, du). 





x 
Durch Integration und Erhebung in die Exponentialpotenz erhält man auf beiden 
Seiten: 










- fm 
P(u) = IIe ° = II (L,(u))* (L,(u)) (1 — u) (1 — p’r- u) 
a («+1 
oder 
PR P(u) z 
(40) Z(u) = aan” u (L,(u))' s 







Aus den Gleichungen (32), (36) und (37) erhalten wir mit einer Unbestimmten u 
|E— My(e, &,) + M‚(e, 7%) peu] 
= |E— M,(@,=(p)):u|- |E— M,@,=(p' n,) ul, 
wo x entweder x oder x, bedeuten soll, je nachdem, ob x vom ersten oder r-ten Typus 
ist. Aus (32) folgt aber 
M,(e,z(p)' 5.) > M,(e,p)') m M,(e,r(p)), 







so daß fe 
(414) |E—M;(e,:&)-u+ M,(e,‘n,) pu® | = |E— M,(e,r(p) u |? 
gilt. 






Wir können jetzt die l-adische Darstellung von W,(J) ® k so wählen, daß 
Mı(«) = Mı(&) gilt. Ferner ist M, > M“ ® M“, wo M“ wie vorher die Darstellung durch 
die Differentiale erster Gattung bedeutet und M* die konjugiert Komplexe zu M? ist. 

Es folgt daraus: 

|E— Mile, &,) u + Mile, 9) pu® | 
= |E— Mile, &,) u + Mileyn,) * pu | 
= | E— M*(e,£,)u + M“(e,n,) pu® | 
«| E— M*(e,£,)u+ M*(e,n,)  pu? |. 

Insbesondere gilt für einen reellen Charakter x, da £,, 7, und J über Q definiert 
sind und M*(e,«) für «€ S in Q(x) realisierbar ist [6], daß sich M*(e,£,) und M*(e, n,) 
in Q(x) realisieren lassen, und zwar so, daß 

M*(e,£,) = M*(e,£,) und M°(e,n,) = M*(e,n,) ist. 

In diesem Fall folgt dann aus (41): 

(22) |E— M,(e,z(p))-u| = | E— M*(e,&,)-u+ M*(e,n,) pu® |. 

(Wir beschränken uns nur auf solche Fälle, wo x oder x,, wenn x vom r-ten Typus ist, 
reell sind.) 




























wo 


wo 


Rangachari, Modulare Korrespondenzen und L-Reihen. 137 


Da der Multiplikator ı von Ä, durch die Abbildung «> a”? induziert wird, so 


gilt ı = nfp = n*'», weil Öl =1 ist. Also gilt für den Charakter x, vom ersten Typus 
oder für x,, falls x vom r-ten Typus ist, 


e,ı = e,n*n = (E,n*)o; 
denn es ist € ,n* = n*e, nach (36) und (37). Wenn man in (39) (p’)”* für u setzt, erhält 
man (r,=r,, falls x vom r-ten Typus ist) 
(L,((p)"")yz = | E— Mile.) (pi)* | 
= \& — M,((e,r*)'») - (p'r)* | 
= H|E— Maar) pe | 


e=1 
Ip = Be 
= II |E— M,(,a(p)) pP ® |, 
e=1 
wo & eine primitive f,-te Einheitswurzel ist. 
Aus Teil I erhalten wir nun explizite Ausdrücke für M*(e,£,) und M?(e, n,)- 
Fall I. x ist vom ersten Typus. Aus (26), (26’) und (42) folgt 
(43) |E— M,‚(£,r(p)) u | > |E,— a(p)e(p) -u+ &(p?) -e(p) E,  pu® |- 
Da nun oben 9, e;(p) eine Darstellung von G(Q(£,)/Q) ist, ist %,> e,(p) auch eine 


Darstellung der Gruppe G(ALWIO), so daß &;(p) füri=41,...,r, alle f,-ten Einheits- 
wurzeln durchläuft. Infolgedessen erhält man, indem man p®- e® für u setzt und das Pro- 
dukt über oe =41,...,f, nimmt, 


] r, 
(44) (L,((pr)"*)yx = u HA |E— «(p) &;(p) € p”*+ &(p?) e(p) Ep" e* |. 


Da (e,(p)) alle f,-ten Einheitswurzeln durchläuft, ist &(p) = e’, j=j(ü. Die 
e+5 durchlaufen für ein festes j alle f,-ten Einheitswurzeln (1 <o=<f,). Aus (44) 
folgt dann 


/ 
(L, (px = IT IT | E— a(p) e*’p=" + e(p) Ep!" %e+®3 | 
e=1j 


! 
=] |E— atp) p- - + e(p) Epi-we®e |. 
0o=1 


Mit anderen Worten: wir erhalten endlich 


j 
(45) L, ((p'r)-*) = ü |E— a{p) p'e® + e(p) Ep'® &* |, 


wo & eine primitive f,-te Einheitswurzel und 9, e(p) ein Charakter von G (Q(£„)/Q) ist. 


Fall II. x ist vom r-ten Typus. Wir betrachten dann, wie in Teil I, den Charakter 


% = & x; nach Annahme ist x, reell. Nun folgen aus (29) und (29)’ explizite Ausdrücke 
i=1 | 
für M“(e„£,) und M*(e,, n,). Hier sind 9,—> &,(A) Darstellungen der Untergruppe U von 
AIR). 
Man kann diesen Fall auch wie Fall I behandeln, allerdings ist er komplizierter, 
weil hier «, ß,...... im allgemeinen rechteckige Matrizen sind. Wir interessieren uns jedoch 
nur für eine Primzahlstufe N, wo die Situation viel einfacher ist, und behandeln diesen 


Fall im nächsten Teil. 
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Teil IH. 
$ 6. Globale Artinsche L-Reihen. 
Definition. Mit jedem Charakter x der Gruppe S definieren wir jetzt eine globale 
Artinsche L-Reihe wie folgt: 
(46) Lis, % KylR,) = IT L6, % Ky/Ry). 
Das Produkt läuft über alle Primideale P von Q@(£,), die für Q(£,) (J) einfach sind. 


In diesem Teil betrachten wir den Fall einer Primzahlstufe N = g(Z 7). Wir be- 
weisen jetzt den 


Satz 11 (Hauptsatz). Für einen einfachen Charakter x vom ersten Typus von S ist 
die entsprechende globale Artinsche L-Reihe L(s, x, K,/R,) eine meromorphe Funktion von s 
und hat die folgende Form: 


Lis, x, KR) = jo) Ir | Ds) |" 


mit einer rationalen Funktion f(s) von p-*. Dabei ist |®,(s) | die Determinante der Matrix 
D,(s) = Bils, n) e =1,...,.q9—1) vom Grade x (Vielfachheit der Darstellung D mit 
Charakter x in M“), deren Elemente Dirichlet-Reihen sind, die den Spitzenformen vom 
Grade — 2, Stufe q, Teiler 1 und Charakter n, des Invariantenraumes der Darstellung D 
zugeordnet sind. 

Bevor wir an den Beweis des Satzes gehen, fassen wir kurz einige Resultate von 
Hecke zusammen, die hier sehr oft benutzt werden. Die Beweise findet man in [5], 11. 


Aus der Struktur der endlichen Gruppe S —M;(g) folgt, daß ihre absolut irre- 
duziblen Darstellungen D, nur von der Dimension d=g, qg+4, q—1, 


oder gleich der Identitätsdarstellung sein können. Da wir uns mit den Formen vom 
Grade —2 beschäftigen, haben die Identitätsdarstellung und im Falle qg = 3 (mod 4) die 


Darstellungen der Dimension ur und im Falle qg = 1 (mod 4) diejenigen der Dimension 


2 


er die Vielfachheit 0 in M*. 


Aus der Charakterentafel und der Struktur des Zentrums der Gruppenalgebra 
R(k) von $ erhalten wir nach Hecke [5], II: 


Satz 12. Die irreduziblen Darstellungen vom Grade q,q + 1, g—1 sind vom ersten 
al A 


Typus, und die irreduziblen Darstellungen der Grade * RL i,- (je zwei) sind vom zwei- 
ten Typus. 

Ferner sind die Charaktere x aller Darstellungen vom ersten Typus reell und 
X = x + x, die Summe der beiden inäquivalenten Darstellungen gleichen Grades vom 
zweiten Typus, ist auch reell. Deshalb können wir die Betrachtungen von Teil II auf 
diese Darstellungen und Charaktere anwenden. 

Jeder Invariantenraum G zu einer irreduziblen Darstellung D läßt sich in die direkte 
Summe G = E, + E, von 2 Formen-Scharen vom Teiler 1 bzw. q zerlegen. Diese Unter- 
räume bleiben für Substitutionen aus der Untergruppe M,(g) — T',(g)/T',(g) von M,(g) 


invariant. E, enthält nur irreduzible Darstellungen U, vom Grade zo von M, (9), 


2 
und E, nur irreduzible Darstellungen U, vom Grade 1. Diese irreduziblen Darstellungen U 


verteilen sich auf diejenigen von M,(g) wie folgt ([5], II): 
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Satz 13. 1) d=g— 1: jede G, , enthält zwei inäquivalente U,_,- 
ss 
2) d=g: jede G, enthält die Identitätsdarstellung von M,(g) und ferner zwei in- 
äquiwalente U, _,- 


3) d=g+ 1: jede G,,, enthält zwei konjugiert komplexe Darstellungen U, und zwei 
inäquivalente U,_,. Verschiedene G,,, enthalten verschiedene U,. 


a—1.,. 

4) d= —— ; beide G, ı 
73 
2 


_, enthalten je eine U, _,, aber nicht dieselbe. 
ni mi 


: beide G,,, enthalten eine reelle U, (verschieden von der Identität) und 


eine U,_,. aber nicht dieselbe. 


1-1» 


2 

Jetzt betrachten wir die irreduziblen Darstellungen vom ersten Typus, die nach 
Satz 12 von der Dimension g—1, g, g+ 1 sind. 

Jeder irreduziblen Darstellung D vom ersten Typus haben wir in Teil II die Matrix 
A„= (&(n) 6,,) zugeordnet, wo 9,> &(n) Darstellungen von G(Q(£,)/Q) sind, und 
entsprechend gilt für die Matrix M(R,) = (ei(n?) - e(n) 6,.). Dann folgt aus den Sätzen 
54, 55, 56 von Hecke ([5], II), daß für die Matrix B;(s) = dls, )(i =1,...,.9—1) 
vom Grade x, deren Elemente (wie in Satz 13) Dirichlet-Reihen sind, die Eulerprodukt- 
entwicklung gilt: 

(47) ®,(s) = II[E— a{p) p*eilp) + #x(p®) e(p) p'-=E]-. 

+0 
&(i=1,...,9— 1) läuft über alle Charaktere von G(AL)IQ)- x(p) und e(p) hängen 
natürlich von der Darstellung D ab. Für das Produkt von (47) über alle i haben wir 
a—1 
II ®i(s) =IT ITIE— «(p) &i(p)p”* + &i(p?) e(p) Ep]. 
En. u7r7 

Da f, der Restklassengrad von P in Q(Z,) ist, sind &;(p) f„-te Einheitswurzeln, und 
in dem Produkt kommt jedes e,(p) genau g,-mal vor, wo g, folgendermaßen erklärt ist: 
p zerlegt sich in Q(Z,) in g, Faktoren: p= P,,... P,, mit N(P,) = p’» (alle Prim- 
zahlen p + q sind in Q(Z,) unverzweigt). Daraus folgt 


ga—1 


j 

(48) IT ®;(s) = IT IIIE— ap) @p-* + e(p) Ep!-? 2%], 
i=1 ? e=1 

(p#+g) 


wo & eine primitive f,-te Einheitswurzel ist. 
Nach dieser Vorbereitung sind wir in der Lage, den Hauptsatz zu beweisen. Aus 
(46) haben wir 


Lis, 5 KılR) = I Lis % K,lR,) 
= IT’ TI L(s, x, KlR,).: 


» Pip 
Für ein zulässiges P gilt nach (45) für einen Charakter vom ersten Typus 


on ! 
L(s, x, K,/R,) = 1 | E— a(p) p-"ee + e(p) Ept-we® |. 
e=1 


Da nun die rechte Seite nur von p abhängig ist, so ist L(s, x, K. IR.) für alle Prim- 
ideale P von Q(Z,), die in p aufgehen, die gleiche Funktion, somit: 


u. Hi fa 
IT L(s, x, K,|R.) = II | E— a{p) p”*e® + e(p) Ep'—® e® |». 
Pl» e=1 


18* 
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Durch Vergleich mit (48) erhalten wir endlich 
(49) Lis, % Kl) = IT IT Li © Klo) 
» Pip 
= IT |E— «(p) p”’e®+ e(p) Ep!” e® | 
p 


a—1 
-M | Bits) |" f(8), 


wo |®;(s) | die Determinante von ®,(s) und f(s) ein Produkt von endlich vielen rationalen 
Funktionen von p”* (p unzulässig) ist. 

Wir betrachten jetzt die irreduziblen Darstellungen vom zweiten Typus. Wenn 
D,, D, die zwei inäquivalenten irreduziblen Darstellungen vom zweiten Typus sind, so 
gilt D, = D,. Der Charakter „= ı + % = Xı + Xı ist reell, so daß die Resultate 
des Teils II hier angewandt werden können. 


Wir nehmen zuerst den Fall des Grades 7 7 : .In diesem Fall muß qg = 3(mod 4) 


sein. Ferner folgt aus Satz 12, daß die Darstellung D,, eingeschränkt auf M,(g), eine 


irreduzible Darstellung des Grades 1, enthält. Das bedeutet dann, daß dieser In- 


variantenraum nur Formen von Teiler 1 enthält. 
Wenn man den Automorphismus (,> {7 ' = L, von Q(£,)/Q mit 9 bezeichnet, gilt 
folgendes: 


Entweder a) 9, € U oder b) 9,9 € U, wo U die Untergruppe (9) von G(Q(Z,)/Q) 
mit der Eigenschaft Df2 — D, ist. Dieses gilt, da U in der Gruppe G (Q(£,)/Q) den Index 2 
hat, wo U und Up die Nebenklassen sind. 


In jedem Fall folgt aus (29) und (29') 
pe &(p) 0 
0 
M*(e,£,) ä; . 
| . . 0 
0 0 y(P) e,,(P) 
mit einer (x, x)-Matrix y(p) («= x + %,) und A, = (&(p) du). &; sind die Rn 





Charaktere der Gruppe U und &;(p) = &;(p,) oder &;(9,9) je nachdem, ob 9, € U oder 

9,p € U ist. Entsprechend gilt 

a(p)-e(p) E00 
0 r 

M*(e,,,) _ 














0-0 & (p)-e(p)E 
mit einem Charakter e der Gruppe U und e(p) = e(p,) oder e(p,Y) je nachdem, ob 
9%, EU oder 9,p€EU ist. 

Nun folgt aus (39)' 


ı—1 


L(s, Xu K[R,) ? = |E— Milz) (P)* | 
! 
= I |E— M,(@,rtp))p- ®| 


o-1 
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mit einer primitiven f,-ten Einheitswurzel e. Es ist aber 
|IE— M.@„r(p))u ]?= |E— M,(@,z(p))u | |E— M,@,atp))u| 
=|E— M‚(e „&,) u+ M‚(E,, 9) pu?® 
= |E— M,(e,&,)u+ Mı(e,n,) pu® | 
= | E— M*®(e,£,) u+ M*(e,,n,) pu® | 
| E— Mile, &,) u + M*(e,.n,) pu® |. 
Also haben wir 


im Ip 2 
(L(s, X, K/R)Y'"=IM|E— M*(e,&,) p’e® + M“(e,,n,) pP” e* | 


e=1 
«| E— M*(e,&,) p’e® + M*(e,, n,) pP" e* |. 
Wenn man die expliziten Ausdrücke für M*(e, &£,) und M“(e, n,) einsetzt, erhält man 
gı—-1 


en ! Ey 
L(s, Xu K,/R)ı! = I m |E— y(p) p”ei(p) ®® + e(p) Ep!-® ee e,(p?) | 
= 


i=1 
ED) pen) er + &(p) Ept-merei(pi) ||. 


Da e, Charaktere der Gruppe U sind, sind &,(p) f,-te Einheitswurzeln, wo f, den 
Restklassengrad des Unterkörpers von Q(Z,) bedeutet, der durch U definiert wird. f,, ist 
ein Teiler von f,, so daß &,(p) = e’, j = j(i) ist. Für ein festes j liefert die Menge (e*+’) 
ein volles System f,-ter Einheitswurzeln, so daß 


u: 0 ie 
L($, Xu KılR)? = HL|E— y(p) p + e(p) Ep'=® ee | 
e—1 u. Bi” 
- | E— y(p) pe + e(p) Ep!-®e®e |] 
gilt. 
Da dieser Ausdruck auf der rechten Seite nur von p abhängt, ist er für alle Prim- 
ideale P von Q(Z,), die in p aufgehen, gleich. Somit haben wir 


ze: j 
II L(s, Xo K,/R,)® - Il |E— y(p) pe + e(p) Ep! &% | 
0= 


PIp hi EL 
- | E— y(p) pP &® + e(p) Ep!-®e®e |Pr. 
Für die globale Artinsche Z-Reihe gilt dann 


L(s, Xo K,[R,)? = IT L6, Xo K,lR,)® 


_ IT II L(s, Xo KılR,)® 


» »lP 
1 

- Til |E—y(p) „> . & + e(p) Ep=% e% | 
p 0= 


-|E— y(p) pP" - &® + e(p) Ep!” e% |Yr. 
Für den Grad 1.7 erhält man ein ähnliches Resultat, indem man die Dar- 


stellungen von £,, n, in einem Unterraum nimmt, der im Invariantenraum aus den 
Formen vom Teiler 1 besteht. 

Bemerkung: In den beiden obigen Fällen vom zweiten Typus scheint es zwischen 
den globalen Artinschen L-Reihen und den Eulerproduktentwicklungen der Dirichlet- 
reihen-Matrizen die diesem Raum zugeordnet sind, keinen direkten Zusammenhang (wie 
im Fall des ersten Typus) zu geben. 
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Korollar zum Hauptsatz: Wir können jetzt einige Folgerungen aus dem Hauptsatz 
ziehen. 

Wir betrachten die irreduzible Darstellung des Grades q. Wenn sie auf die Unter 
gruppe My(q) (— T's(q)/T',(g)) eingeschränkt wird, enthält sie die Identitätsdarstellung, 
und umgekehrt ist die Identitätsdarstellung von M,(g) nur in dieser Darstellung ent- 
halten (Satz 12). 

Wenn also 7, den entsprechenden Unterkörper von K, bedeutet, folgt aus der 

Artinschen Theorie für einen Charakter y von M,(g), daß 


u L(s, y, K,[T,) = L(s, x, K,[R,) 
gilt, wo x, der Charakter der imprimitiven Darstellung ist, der 
durch y auf M,(g) induziert wird. Für y = 1 gilt sogar 


L(s, 1, K,lT,) = Ss, T,), 


und x, ist der Charakter der induzierten Darstellung von 1 auf 
M,(g). Diese imprimitive Darstellung des Grades qg + 1 (Index 
von My(g) in M,(g)) enthält die irreduzible‘ Darstellung des 
Grades qg und die Identitätsdarstellung des Grades 1. Infolge- 
dessen gilt 


&s, T) = Lis, 1, KT) 
= L(s, %. K,[R,) 
— L(s, 1, K[R,) * L(s, X KılRı) 
= &(s, R)) L(s, 40 KılR)): 


Nun bilden wir das Produkt über alle zulässigen Primideale P auf beiden Seiten; dann 
ergibt sich 








g—1 
(50) &s 7) = ht) 86, R) I | Bio) |° 


mit einer rationalen Funktion f,(s) von p-® und ®;(s) wie im Hauptsatz. 

Folglich ist &(s, 7,) wieder eine meromorphe Funktion von s; denn £(s, R,) ist ein 
Produkt von Dedekindschen Zetafunktionen von Q(Z,), da R, ein rationaler Funktionen- 
körper über Q@(Z,) ist. 


Teil IV. 
$ 7. Allgemeine Struktur globaler Artinscher L-Reihen. 


Im vorigen Teil definierten wir eine globale Artinsche ZL-Reihe, die jedem Charakter 
x der Gruppe $ zugeordnet ist und bewiesen, daß sie für bestimmte Charaktere (und für 
Primzahlstufe) eine meromorphe Funktion von s ist. 


Wir betrachten in diesem Teil die allgemeine Situation einer Galois-Überlagerung 
(mit Galoisgruppe G) einer gegebenen Kurve I’ über einem algebraischen Zahlkörper k 
und suchen Bedingungen dafür, daß die globale Artinsche ZL-Reihe bezüglich eines 
Charakters y von G sich als ein Produkt von /,-Reihen mit Größencharakteren in k 
schreiben läßt. Es folgt dann, daß diese Reihen meromorphe Funktionen sind. Dazu 
benutzen wir, etwas modifiziert, die Methode von Taniyama. Wir reduzieren dieses 
Problem auf das Taniyamasche Problem, um seine Resultate anwenden zu können [11]. 
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Sei I’ eine nicht-singuläre vollständige Kurve über einem algebraischen Zahlkörper k 
und sei X = k(u) mit einem allgemeinen Punkt u von I’ bezüglich k. Wir bezeichnen 
mit K, einen solchen Unterkörper von K, daß K/K, eine Galoiserweiterung 
mit Galoisgruppe G ist. Ferner nehmen wir an, daß k auch der Konstanten- KorWt ! 
körper von K, ist. Wir bezeichnen mit J eine Jacobische Mannigfaltigkeit iS) 
von I’ über k und betrachten diejenigen Primideale p von k, für welche J N 
keinen Defekt hat. Wir können dann die reduzierte Kurve /’ und deren Jaco- 
bische Mannigfaltigkeit Jbilden. K ist dann eine Galoissche Erweiterung von 
R und wir erhalten mit jedem Charakter x von G die entsprechende Artin- 
sche L-Reihe L(s, x, KIK,) und damit auch die globale Artinsche L-Reihe 
wie im Teil III: 





L(s, X K/K,) u IT Ls, X KIK,), 
p 


wo das Produkt über alle zulässigen Primideale p von k läuft. 

Das Problem ist jetzt, zu untersuchen, unter welchen Bedingungen ZL(s, x, K/K,) 
ein Produkt von L-Reihen mit Größencharakteren in X ist. 

Sei e, das Idempotent, das dem Charakter x zugeordnet ist: 

e, = 22 (a) -£,; 
VaceG 
dabei ist g, die Ordnung von G, £, die Korrespondenzklasse (oder der Endomorphismus 
von J) der Korrespondenz «€G und r, = x(1). e, ist im allgemeinen ein Element von 
A,(J) ® k, mit einer Erweiterung k, von k. 

Sei p ein für K reguläres Primideal von k. Wir bezeichnen mit ® einen Primteiler 
von p in k und mit 0%, einen ® zugeordneten Frobeniusschen Automorphismus in 
G(k/k). Nach Taniyama ([11], S. 359) hat G(k/k) eine l-adische Darstellung M, in J, 
und durch Reduktion modulo p geht M,(o,) in M,(z,) über (x, der Frobeniussche Auto- 
morphismus von J, der p zugeordnet ist). 

Nun impliziert e,x, = n,e, die Identität M,(€,r,) = M,(n,E,), und das bedeutet 
weiter, daß M,(e,0,) = M,(og&,)) ist. Da (o,) in G(k/k) überall dicht liegt, folgt wegen 
der Stetigkeit, daß M,(e,) mit M,(o) für alle o € G(k/k) vertauschbar ist. Infolgedessen 
bilden die Abbildungen o—> M,(e,o) ein System von l-adischen Darstellungen der 
Gruppe G(k/k). 

Jetzt zeigen wir: Erfüllt das System {MX (0) = M,(e,s)} von Darstellungen von 
G(k]k) eine Reihe von noch anzugebenden Bedingungen, dann ist die entsprechende 
globale Artinsche L-Reihe L(s, x, K/K,) ein Produkt von L-Reihen mit Größencharak- 
teren in k vom Typ (A,). Diese Charaktere sind folgendermaßen definiert: 

Ein Größencharakter im Sinne Heckes läßt sich als ein /döleklassencharakter von k 
betrachten, d.h. als ein Charakter der Ideleklassengruppe C', von k. Ein Charakter o von 
C, ist vomTyp (A,) im Sinne Weils [15], [11], wenn er die folgenden Bedingungen er- 
füllt: Sei f der Führer von oe. Dann gibt es stets einen Charakter X von k* (multi- 
plikative Gruppe von k) mit X(«) =2((«)) für jedes «€ k* mit «=1 (mod f) und 
das Hauptideal («) von « (o ist der von o induzierte Charakter auf der Gruppe G(f), 
die aus den zu f primen Idealen besteht). o ist vom Typ (A,), wenn das entsprechende 
X die folgende Form annimmt: 


X(a) = + II 00" 


o€E H(k) 
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wobei H(k) die Gesamtheit aller Isomorphismen von k/Q@ bedeutet; n(co) sind ganze 
Zahlen, und das Vorzeichen + ist von «& abhängig. 

Für ein o vom Typ (A,) liegen sämtliche Werte o(a) für a€G(f) in einem end- 
lichen algebraischen Zahlkörper L. Sei [ ein Primideal in L. Dann folgt nach Taniyama 
[11], daß o ein System von Darstellungen (o,) von C‘, in die Einheitengruppe U, von L* 
ist. (Z, ist die vollständige Hülle von Z bezüglich der [-adischen Bewertung.) Die Dar- 
stellung o, induziert ferner eine Darstellung o* von C; = C,/D, (D, bedeutet die zu- 
sammenhöngende Komponente der Identität in C,). Es folgt dann aus der Klassenkörper- 
theorie, daß C,; kanonisch isomorph mit der Galoisgruppe G, der maximalen abelschen 
Erweiterung A, von k ist. So haben wir ein System von Darstellungen (of) von G,, die o 
zugeordnet sind. Das System (of) charakterisiert vollständig den Charakter o nach Satz 1 
von Taniyama [11]. (Es sei hier bemerkenswert, daß of(o,) = 0,(1,%,) = 2(p) für jedes 
p€Gifl) gilt, wo o, der Frobeniussche Automorphismus von p in G,, z, ein p-Prim- 
element in k% und ı, die Einbettung ist. 

Wir nehmen jetzt ein System von Darstellungen {M},(0) = M,(e,o)} der Gruppe 
G(k/k) her und zeigen, daß es, wenn nachstehende Bedingungen erfüllt sind, zu einem 
System von eindimensionalen Darstellungen (yf) von G, führt, das die Bedingungen 
(CA,) bis (CA,y) von Taniyama ([11], S. 338) erfüllt. 

Bezeichnen wir mit ® einen der Primteiler von p in k und mit G (a) die Gesamtheit 
aller Primteiler ® von p in k für alle p €G(a) für ein ganzes Ideal a von k. Dann sind 
es die folgenden Bedingungen (vergleiche [11], S. 350): 

1) Es gibt ein ganzes Ideal m in k mit der Eigenschaft, daß Mf „(o,) von der Wahl 
von 0, für jedes B € G(ml) unabhängig ist. 

Wir bezeichnen mit Ak, den Körper aller Matrizen AE mit A€k, und der Einheits- 
matrix E. 

2) Die Matrizen {M} ‚(o,)} für alle B € G(ml) erzeugen über k| eine kommutative 
halbeinfache Algebra W,,, von endlichem Rang über A,. 

Ferner bestimmt die Korrespondenz M}, (og) = M?,(0%) für alle ® EG (mid) einen 
Isomorphismus von 4, , auf W,,, für alle Primzahlpaare (1, g). 

3) Die charakteristische Gleichung von M/ (03) hat Koeffizienten in k, und ist 
von l unabhängig für alle ! mit B € G(ml). 

Seien ©, (P), - - -, ©,(P) die sämtlichen Wurzeln dieses Polynoms (mit den richtigen 
Vielfachheiten). Sie hängen nur von p ab und sind von ® unabhängig. 

4) Es gilt |o,(p) | = Np? für alle p €G(m), wo A eine halbganze von p und von i 
unabhängige Zahl ist. 

5) Es gibt eine solche natürliche Zahl n,, daß @,(p) - Np” für alle p €G(m) und 
für alle i algebraische ganze Zahlen sind. 

Da (o,) in G(k/k) überall dicht liegt, schließen wir aus 2), daß die Bildmenge 
{M# „(G(k/k))} eine abelsche Gruppe sein muß. Mit anderen Worten: Das System {M# „} 
läßt sich als ein System von Darstellungen der abelschen Gruppe G; = G(A;/k) betrachten, 
und deshalb kann o, statt o, geschrieben werden. Da nun 4, , eine kommutative halb- 
einfache Algebra ist, gilt W,, = &L,,' & mit Idempotenten e, und endlichen Erweite- 


rungen L,, von k,. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir jetzt annehmen, 
daß W, , ein algebraischer Zahlkörper List und Z,= {M ‚(0,)} mit einem Isomorphismus 
4, gilt. Wir wählen diesen Isomorphismen u, derart, daß 


A (M} „(6,)) =M (M7..(6,)) 
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für alle p €G(mig) und für alle Primzahlpaare (l, g) gilt. Der gemeinsame Wert soll mit 
y(p) bezeichnet werden. 


Nun können alle M} „(o) in Q, folgendermaßen auf Diagonalform gebracht werden: 
yrile) O0 0 
D:i+ r 


MY} „(o) = 








. 0 
| 0 + + +0 yiklo) 
Für jedes i liefert der Isomorphismus y(p) > y/7(o,) für p € G(ml) einen Isomorphismus 
A: L,>Q, der einen Primdivisor [; von l in Z, definiert. Wenn man yj; = Pre 
setzt, dann ist y eine Darstellung von G, in L},,. Das System (yf) von Darstellungen 
von G, erfüllt die Bedingungen (CA,) bis (CA,y) von Taniyama, wie man sofort sieht. 
Daraus folgt, daß sie aus einem Charakter o von C, vom Typ (A,) stammen. 

Bisher war die Darstellung $(p)> M7,(o,) treu, und die reguläre Darstellung von 
L,ist mit einer gewissen Vielfachheit darin enthalten, so daß die verschiedenen charak- 
teristischen Wurzeln ®,(p) von Mf%(o,) alle miteinander konjugiert sind. Wenn wir mit 
r; die verschiedenen Automorphismen von Z, bezeichnen, ist 0": ein Charakter von C, 
vom Typ (A,) mit der Eigenschaft o"(p) = (6(p))" = (Y(p))" = »;(p). Indem wir für 
alle Komponenten Z,, von W,, dieselben Überlegungen anstellen, erkennen wir, daß 
dem System der Darstellungen {M,(o)} eine Menge von Charakteren (o,) vom Typ (A,) 
zugeordnet ist, und zwar so, daß 2,(p) = ®,(p) füri=1,...,d, ist. 

Nun verifizieren wir, daß für unser System von Darstellungen {M},(o)} von 
G(k/k) alle Bedingungen außer 2) stets erfüllt sind. 

4) Sei m das Produkt aller Primideale p in k, die unzulässig für J sind. Da es endlich 
viele Primideale sind, ist m ein ganzes Ideal in k. Aus der Reduktionstheorie folgt dann 
M},(0g) = Mr ,(2,) = M,(e,r,) für p €G(ml), so daß die Matrix Mf (o,) von o, un- 
abhängig ist. 

3) Das charakteristische Polynom von M} „(0,) für B € G(mi) ist dasselbe wie das- 
jenige von Mf,(n,) = M,(e,r,), welches andererseits gleich L(s, x, K IK) ist (Satz 9, 
Teil II), dessen Koeffizienten nach Annahme (da e, € k, ist) in k, liegen. 

4) Es gilt |o,(p) | = Np? für alle p €G(m), da w;(p) auch die Wurzeln des charak- 
teristischen Polynoms von M;(z,) sind (Satz 10, Teil II); dies ist eine Folgerung aus 
der Riemannschen Vermutung. 

5) Entweder ist n, = 0 oder ®;(p) sind ganze algebraische Zahlen, da, wie in 4) 
o;(p) Wurzeln des charakteristischen Polynoms von M,(z,) sind und dieses Polynom 
ganzzahlige Koeffizienten mit höchstem Koeffizienten 1 hat. 

Um die Bedingung 2) zu erfüllen, setzen wir jetzt folgendes über die Jacobische 
Mannigfaltigkeit J voraus: 

1) U(J) ®k, enthält eine kommutative halbeinfache Algebra €, vom Grad 
d,=e,r,(= o(e,)) über k,, die e, als Einheitselement besitzt. 

2) Jedes Element von €, n A(J) sei über k definiert. 

Wir zeigen jetzt, daß aus diesen Voraussetzungen die Bedingung 2) folgt: 

Sei €, = _$L,'e, wo die Z, endliche Erweiterungen von k, und &, Idempotente 


in Z, sind. Da e, Einheitselement in €, ist, folgt e, = Se, und &E = 8 = F£;e, für 
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jedes £€€,. Die Darstellung & = e,&> M,(e,£) von €, ist eine treue Darstellung, und 
die Spur ist folgendermaßen erklärt: 


o(&) = o(e,) = En,Sp(&), wo ale) = nlLi:k,) 
ist. Dabei bedeutet Sp die Spur in der regulären Darstellung von Z;/k,. Nun gilt 
o(e,)=0 (28) = Iy,(Li:kı) = d,. 
Ferner gilt 
(E,:k) =&(L:k)=d,. 

Durch Vergleich dieser Gleichungen erhalten wir v; =1 für alle i, denn es ist , >0. 

Mit anderen Worten: In der Darstellung M,(£) von €, können sämtliche Elemente 
gleichzeitig auf Diagonalformen gebracht werden. 

€, geht durch Reduktion modulo p mit einem Primideal p von k, für welches J 
keinen Defekt hat, in eine kommutative halbeinfache Algebra €, über. €,>E€, ist ein 
Isomorphismus, und €, ist daher vom Rang d,. Die Matrizen {M,(&)} mit & ee, können 
wieder auf Diagonalform gebracht werden, wobei alle von Null verschiedenen Elemente 
voneinander verschieden sind. Da die Endomorphismen in € „wegen (2) über k, definiert 
sind, ist €,, mit allen Elementen & € €, vertauschbar. Infolgedessen kann M,(E,,) auf 


Diagonalform gebracht werden. Die Algebra (E n € „7, } ist wieder kommutativ und halb- 
einfach, und die Darstellung <> M,(«&) enthält die irreduziblen Darstellungen mit Viel- 


fachheit 1, d.h. sie ist auch vom Rang d,, oder, was dasselbe ist, es gilt ©, ee. Wegen 
des Isomorphismus zwischen €, und €, gibt es ein Element z€€, mit dem Bild &,z, ee. 

Für einen Primteiler ® von p in %k gilt 

M (8,0%) = Mig' M (€ ,7,) -M,»- 
Es ist klar, daß 
M (a) = M,3 ’ M (€,7,) M,» 

ist, und aus beiden folgt M,(e,0,) = M,(r). 

Da M, eine treue Darstellung von €, ist, erzeugt {M,(e,0,)} über k| für alle 
B €G(ml) eine Algebra Y,,, die isomorph mit einer über k, durch alle x (für alle 
p € G(ml)) erzeugten Unteralgebra von €, ist. Damit haben wir die Bedingung 2) erhalten. 

Nach Definition ist die globale Artinsche Z-Reihe, die einem Charakter x zugeordnet 
ist, durch 


L(s, 2, K/K,)'z = IT Lis, 4, K/K,)% 
p 


gegeben, wo das Produkt auf der rechten Seite über alle zulässigen Primideale p von k 
läuft. Mit anderen Worten: Aus Bedingung 1) folgt wegen der besonderen Wahl von m 
(51) Lis u KlK)'r = IT Lis, x, KK)" 
vEed(m) 
= II |E—M,;(e,r,) : Np-*| aus (39) 
pEee(m) 
d, m 
= Hi— op) Np). 
pes(m)i=1 
Bezeichnen eo; die Charaktere von C, vom Typ (A,) (als definierender Modul wird m 
genommen), die (@;(p)) zugeordnet sind, d. h. mit der Eigenschaft ©,(p) = 0;(p), dann 
gilt nach Hecke die Produktentwicklung 
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(52) &s,0,k) = II (1 — i(p)  Np)-! 


pEe@(m) 


= II (1 —@;(p) : Np-)-! 


rEe@(m) 
(2 (s, 0;, k) bezeichnet die ZL-Reihe mit Größencharakter o; in k). 
Aus (54) und (52) haben wir endlich 


d 
(53) L(s, ‚2 K/K,)'x .— H Us, Pi, k)'. 


i=1 

Bemerkungen: 1) Die Bedingungen von Taniyama lassen sich als Spezialfall der 
obigen folgern, wenn wir X = K,und x = 1 nehmen. Dann ist e, = 1 und die Algebra 
€, ist von der Dimension o(1) = 28. 

2) Wenn für das System {M}(o,)} die Bedingung (CA/,) von Taniyama [11] erfüllt 
ist, dann ist unsere Bedingung 2) für alle x erfüllt, wenn wir als Algebra das Bild dieser 
Algebra nehmen, das durch Multiplikation mit e, entsteht, und umgekehrt, wenn unsere 
Bedingung für alle x erfüllt ist und wenn wir die direkte Summe nehmen, erhalten wir 
die Bedingung (CA;,,) von Taniyama. Das bedeutet nur, daß Z(s, X) dann und nur dann 
ein Produkt von ZL-Reihen mit Größencharakteren in k ist, wenn das gleiche für 
L(s, x, K/K,)'x mit jedem x gilt. Mit anderen Worten, sie ist nur eine Neuformulierung 
des Satzes 10 von Teil III, der besagt, daß £(s, X) = II L(s, x, K/K,)'x* ist. 

x 


Teil V. 
$ 8. Einige Beispiele. 


Wir kehren jetzt zu dem Fall in Teil III zurück und beschränken uns auf spezielle 
Primzahlstufen g und spezielle Charaktere x. Wir beweisen, daß die entsprechende globale 
Artinsche L-Reihe sich als ein Produkt von ZL-Reihen mit Größencharakteren in 
k = Q(£,) darstellen läßt. (Aus der Bemerkung am Ende wird folgen, wie dieser Satz mit 
dem Resultat von Teil IV zusammenhängt.) 

Wir nehmen von jetzt ab qg = 3(mod 4) an. Die einzigen irreduziblen Darstellungen 
vom zweiten Typus sind dann die zwei konjugierten Darstellungen D,, D, der Dimension 
13, Wenn x,, % ihre Vielfachheiten in der Darstellung M“ sind, gilt nach Hecke 
immer %#, — %, = h (Klassenzahl von ov—q)). Aber für manche Werte von g, z. B. 
q = 7,11, 19, 23, 31, 47, 71 gilt auch x, + %, = h,d.h. für diese Primzahlen ist x, = Ah, 
% = 0, [6]. Wir werden uns nur mit diesen Primzahlen beschäftigen. 

Aus Teil III erhalten wir folgendes: Für die dem Charakter x, = Xı + % zu- 
geordnete globale Artinsche Z-Reihe gilt: 


/ 
L(s, Xu K,/R,)? = IT m [ | E— y(p) p”e® + e(p) Ep!-# e% | 


pp eo=1 a! nn 
- |E— y(p) pe + e(p) Ep!-= e% |]. 
4\ 


Wenn &,;(s) = ;(s, n,) (i 20 er) die (h,h)-Matrix von Dirichletreihen be- 


zeichnet, die dem Formenraum zugeordnet ist, der zu D, + D, und dem Charakter 
ni(n) = &e;(n?) - e(n) gehört, dann gilt: 
(54) | Bis) | = IT |E— y(p) p"ei(p) + e(p) &i(p?) Ep! |", 
(+0 
wobei man alle |®;(s) | erhält, wenn man alle Charaktere n; der Gruppe nimmt. 
19* 
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ui. 


Für ©(s) = 1 ®,;(s) erhalten wir aus (54) 
i=1 


= 


r 
5)  jeo'=m IM|E— rip pP": m + e(p) nrEp—® pr, 
wo » eine primitive f,te Einheitswurzel ist und I g, folgendermaßen definiert sind: 
Der ‚P U=CADAV— PD); pP = Pı 9,5 No = pr. 
f Wir teilen die Primzahlen p in zwei Arten. Wegen qg = 3(mod 4) 
können wir folgendermaßen schreiben: 


a7) / tr 2) =; 8, = 2g, oder p = pp’; (—) = 1 oder (?) = {, 


2) = 2; g,=g, oder p=p; (=!) = —1 oder (#) ei 
p 

Fig. 6 ‘ Falli. Für Primzahlen dieser Klasse gilt: 
A 
II | E— y(p) p"*&*+ e(p) Ep'"®e* |" 
e=1 

I; ” 
= I |E— y(p) p"*n® + e(p) Ep'"* 2? |” 


e=1 


2 


Ip 
II | E— y(p) p’e® + e(p) Ep'"* e* | = 
e=1 


(wenn man 7 = e niınınt). 


Fall 2. Wenn die Basisformen F,; als Eigenfunktionen aller Operatoren 7‘, gewählt 
sind, folgt nach dem Satz 59 ([5], II) von Hecke, daß F; | T, = 0 für Primzahlen p mit 


( pP ) = —4 gilt; d.h. für Primzahlen dieser Klasse ist y(p) = 0. Also erhalten wir dann 


2/’ 


Ip p 
IT |E + e(p) Ep'-#e®@| = IT |E + e(p) Ep'-® | (wenn man e = n setzt) 
e=1 e=1 


Ip 
= IT |E + e(p) Ep'=® ne |? 


oe=1 
Ip 

= IT|E + e(p) Ep'® n%e |°. 
e=1 


Da n eine primitive f,-te Einheitswurzel ist, ist »” wieder eine solche (f, ungerade). Also 
folgt 
L 
II |E + e(p) Ep |» = IT |E + e(p) Ep'""n% |. 
oe=1 


Aus Fall 4 und Fall 2 schließen wir, daß 


} 
L(s, Xu KılRo® = IT II[ | E— y(p) pP": ® + e(p) Eptw er | 
p o=-1 


| 2 y(p) pP’ &® + e(p) Ep!” ee |] 
= fi(s) - (| Ds) |- | ©(s) |) 


gilt, wo D(s) aus ®(s) nach dem Ersetzen von y(p) und e(p) durch v(p) bzw. e(p) ent- 
steht und /,(s) eine rationale Funktion von p® ist. Damit bekommen wir endlich 


(56) L(s, X KılRo) = (| Ds) |- | 85) ) fe), 
und daraus folgt, daß L(s, x., K,/R,) eine meromorphe Funktion von s ist. 











W 
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Nun zeigen wir, daß |®(s) | und |d(s) | sich als Produkte von L-Reihen mit 
Größencharakteren in Q(£,) darstellen lassen. Nach Hecke haben wir h 422 kanonische 
Eulerprodukte f;(s) der Matrix ®(s), und zwar gilt ([5], II): 


u: 
ra {1 __ AP): vp)\ 
(57) 00 = mn an (tr) 





wo in den Produkten y über alle Charaktere der Idealklassengruppe mod Y——-g und p 
über alle Primideale (+ Y— g) von Q(Y—g) läuft. Dabei ist A(p) der Charakter der 
Gruppe Gy — q), der durch den Größencharakter A von _(Y— 9) induziert wird. Der 


Größencharakter A ist durch die Forderung A(«) = Fi für Elemente « € QyV— g ein- 


deutig bestimmt. Nach der Definition der L-Reihen mit Größencharakteren folgt aus 
(57), daß dann 


(58) | Ds) | = 7 &s— 4, v, Q/— 9) 


gilt, wo y’ die Größencharaktere A y von eyY—q) bedeuten. 
Wir werden jetzt zwei Sätze beweisen, aus welchen das gesuchte Resultat folgt: 


Satz 14. Es gilt: 
1) IT 26-4, v, 0 V—-9)=86—}, A, H), 


wo H,den Strahlklassenkörper modulo Y—gq bedeutet, der Größencharakter A. des Körpers H, 
durch 


AR) = MN yo ®) 


erklärt und der definierende Modul Y— g ist. 
a h 

2) ıUs—}, 4, H,) = II8(s—}, Kir Q(Z,)); 
i=1 


wo u; gewisse Größencharaktere des Körpers Q(£,) sind, die durch A definiert werden. 


Beweis. 1) Sei p ein beliebiges Primideal (+ Y—g) in Q(Y— 9). 
Dann gilt 
—1 
P=Bı Bund NP, = po;h- II =, 8 
Wir betrachten jetzt das Produkt 


ne) 


Nun gilt y(p) +0 nur für diejenigen p, für die p+ f(y) ist (f ist der 9 / pP 
Führer von %). Bezeichnet man diese Charaktergruppe mit R,, so hat Fig. 7 

R, die Ordnung f,‘g,, und die Untergruppe U, der Charaktere ver, 
mit y(p) = 4 hat die Ordnung g,. Die Faktorgruppe R,/U, ist dann eine zyklische 
Gruppe der Ordnung f,. 








nv 
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Jetzt schreiben wir das Produkt folgendermaßen um: 


Fr (1er) N; Ba 
=1 











To) 


A Nu Wo P) 
= 1 — - q 
& | (Nu, p)’=} 





Das Produkt auf beiden Seiten über p liefert dann den Teil 1). 


2) Wegen der Struktur des Strahlklassenkörpers H, modulo Y— g ist die Galois- 


gruppe G(H,/QV— 9Q)) das direkte Produkt von G(H,/Q(£,)) und AO V— 9): 
Jeder Charakter x der Gruppe G(H,/Q(£,)) läßt sich zu einer 





Darstellung der Gruppe G (H,/Q(Y— g)), sogar zu einer T 
IEAR T dimensionalen Darstellung, erweitern. Diese Darstellung ist 
| offenbar irreduzibel, und wir bezeichnen die Spur dieser Dar- 


stellung mit y,. y, zerlegt sich in eine Summe von rd ein- 


facheren Charakteren der Gruppe G (H,/Q(Y— 9)). 
Wir behaupten dann 





pi, 007) (p) A(p) - Y(p) 
- _MP)\ _ a "YvP)\. 
Fig. 8 6 m (! er) n(i (Np)' ) 


pl» vey, 








Auf der linken Seite läuft das Produkt über alle Primideale von Q(Z,), die in p 
aufgehen, und die „,; sind Größencharaktere des Körpers Q({,), für die u,(p) = A(p) : x(p) 
mit 

A(p) = UN ge au =nP) und x(p) = x(0,) 


gilt, wo 0, die Frobeniussche Substitution von p ist. Wenn x über alle h Charaktere der 

Gruppe G(H,/Q(£,)) läuft, dann läuft i von 1 bis A. 
Bedeutet o, die Frobeniussche Substitution in G (H OV— 9), dann gilt oA = A” 

(mod ®) für alle A€ H,. Da H/QV— gq) abelsch ist, hängt y(o,) nur von p ab, so daß 

wir y(p) statt Y(o,) schreiben können. | 
Nun ist Np = Np’» für alle p |p in Q(Z,), so daß op A = AYP(mod P) für alle 

A € H, gilt. Mit rn Worten, 08 ist die Frobeniussche Substitution des Primideals B 

bezüglich Q(Z,). or gehört dann zu G(H,/ Q(2))- Wir setzen x(p) = x(ob). Dann ist 








x(p) nur von p und nicht von ® abhängig. \ 
Die 9 7 : Charaktere y, die in y, enthalten sind, sind, wenn man sie auf 
G(H,/Q(V—q, j)) einschränkt, alle nd Charaktere dieser Gruppe und können als | 


Charaktere der Gruppe G(Q(£,)/Q(Y— q)) betrachtet werden, denn es ist 
G(H,QV— 4 9, Ja) ))= = C(A)QAU— 4 g))- 








pP 
(p) 


uf 


als 
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Aus dem direkten Produkt 
GHLYV— 9) z6(HIQY— 9, I) x G(HLLQE)) 
folgt 0% = 9% ' 0, mit 0% € G(H,/Q/— q, j)) und 0, € G(H,/Q(L,)), so daß 
’ [7 ER f u £ 
y(0g) =” Y(019) ' Y(o,y) gilt. Da og = 07% 09, und og €G(H,/Q(Z,)) ist, gilt = A 
und PA = 1. Folglich ist y(o,,) eine f;-te Einheitswurzel. 
Wir behaupten jetzt, daß co,,„ die Frobeniussche Substitution von p in 
CAHIAV— N), 
d.h. das isomorphe Bild in G (Q(£,)/Q(Y— g), ist. 
Es ist 0,A = A”?(mod ®) für alle A€ H,. Für A €Q(Z,) gilt 
0% A=(og'0g)A=0g ‘A, 
da 09% €G(H,/Q(Z,)) ist, so daß o,,:A = A”?(mod ®) und daher auch mod p gilt 


(denn es ist BP Q(Z,) = p). Also schreiben wir P(p) statt Y(c,,). Zusamınenfassend 
erhalten wir 


\ 


Pr (1- A(p) - ve) Er (1 A(p)- Yla-a)) 


























vEv,  (Np)® vey, (Np)® 
m __ Mp) * Dip) - y(ooy) 
-2 (! (NpJ ) 
w .Mp) *E* ylorg)\ 
I (! a 
- AR 
_ {4 __ (IP) Ylosg) 
- (1 ( er )) 
_ [1 _ APP wtog) \» 
(Np')" 
MNgaesaV=DPp) 'x(P) 
an En ! ’ 
a (Np) ) 


wo y(o3,) = y(o®) = y(p) undp=p,''' Pr, gilt. Das beweist dann (59). 
Das Produkt von (59) über alle Primideale p(+ V—-9 liefert 
A(p) ° N ’ ( MNp) zen)”. 
1 — —— = — I . 
an (Npjr=i = (Npy-i 
Das Produkt über alle Charaktere y von G(H,/Q(?,)) ergibt daraus 
’ A(p) :_Y(P) ) : ’ ( A(p) : n\ 
1— = 1 — an 
(RO a (Re 
= IR(s—}, y, 0 V— 9) 
y 











und 





’ 4 u ui(p) Ag + Ah : 
0 (1 oe) =LC—4, 0 O9): 


Die beiden obigen Gleichungen zusammen implizieren unsere Behauptung 2). 
Aus (58) erhalten wir 


N h 
Id) |= 263, 7, V-D)=LC— m A): 
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Aus der Struktur von Ö(s) folgt sofort, daß 
| | = 11264, iu 09) 
gilt, so daß wir endlich für die globale Artinsche ZL-Reihe 
(60) Lts, zu KB) = 10) ITRC— Hr 10 IL 3, in O9)" 
bekommen. 


Bemerkungen: 
4) Die obige Zerlegung kann auch indirekt aus den Resultaten von Teil IV her- 


geleitet werden. Die kommutative, halbeinfache Algebra €, besteht aus der Menge aller 


{e,&,}- Man sieht leicht, daß die Größencharaktere in (60) sogar vom Typ (A,) sind. 


2) Aus dem Zerlegungsgesetz (Satz 10 von Teil II) folgt für die globale Artinsche 
L-Reihe auch ein Zerlegungsgesetz, und nach (50) und (60) gilt 


Cs, K,) = I L(s, x, K,/R,)'* (X = X, wenn x vom r-ten Typus ist) 
x 0 
- Ss, T,)* 4 L(s, Xo» K,[R,) Fu g(s), 
indem man die übrigen Faktoren zu g(s) zusammenfaßt. 

Für qg = 11, 19 ist der Körper T, vom Geschlechte 4 und somit ein elliptischer 
Funktionenkörper, und außerdem hat dieser Körper keine (nicht-trivialen) komplexen 
Multiplikationen. Im allgemeinen ist nicht bekannt, ob {(s, 7,) ein Produkt von Hecke- 
schen L-Reihen ist; aber aus (60) folgt, daß die Reihe L(s, x., K,/R,) sich als Produkt 
von Heckeschen L-Reihen darstellen läßt. 


Anhang. 


Berechnung der Vielfachheit einer irreduziblen Darstellung. 


Es sei N eine normale Untergruppe von I'(1) mit endlichem Index w. Wir nehmen 
ferner an, daß N vom Verzweigungsschema (2,3, N) ist (Fricke-Klein, Automorphe 
Funktionen, Bd. I, 333—343), wo N die kleinste Zahl ist, für die UV EN mit U= (6 ı) 
ist. Dies bedeutet dann, daß N keine elliptischen Ecken besitzt und das Geschlecht p 
m) von R% positiv ist. Es gilt sogar p =1 + Ian (N —6). 

Bezeichnen wir mit C(N) den Körper der in der oberen Halbebene 
meromorphe Funktionen, die unter den Substitutionen von N invariant 
bleiben. C(N) ist dann ein algebraischer Funktionenkörper einer Variablen 
über C. Ferner ist C(R) eine Galoissche Erweiterung von C(j(r)) mit der zu 
T(A)/R isomorphen Galoisgruppe. 

Es sei D eine absolut irreduzible Darstellung von /'(1)/R und x(D) die 
Vielfachheit von D in der Darstellung M“im Raum der Differentiale erster 
. ; Gattung. -Es ist leicht einzusehen, daß x(D) + x(D) nichts anderes als die 

* Vielfachheit von D in der l-adischen Darstellung von /'(1)/R, betrachtet als 
Gruppe von Korrespondenzen bzw. Korrespondenzklassen, ist. 

Nach Weil ([13], S. 79) wissen wir dann, daß diese Vielfachheit c, ist, die ihrerseits 

folgendermaßen definiert ist: 


e,=(2p, —2)r,+gradf,+ 2e,, 











W 
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wo % der Charakter von D, r, = x(1), p, das Geschlecht des Unterkörpers, f, der Artin- 
sche Führer von x und o, =1 oder 0 ist (je nachdem, ob y=1 oder y #1 ist). In 
unserem Fall ist p, = 0, und wenn wir uns auf y + 1 beschränken, ist o, = 0. Es folgt 
dann 


»(D) + »(D) =e, = grad f,— 2r,. 


Die Zahl x(D) + x(D) wurde von Hecke [6] bestimmt. Wir werden hier einen direkten 
kurzen Beweis für das Resultat von Hecke geben. 

Wir werden den Artinschen Führer f, für diesen Fall explizit bestimmen und daraus 
den Grad ausrechnen. 

Bezeichnen wir zuerst mit 5, die den C(R) zugeordnete Riemannsche Fläche und 
mit S die Riemannsche Kugel. S, ist dann eine verzweigte Überlagerungsfläche von $ 
und es wird sogar folgendes bewiesen: 

4) Die Verzweigungspunkte in S, liegen über den drei Punkten i ©, »® = e?*"? 
und iin S mit den Verzweigungsindizes N, 3 und 2. 

2) Die Trägheitsgruppen an diesen Stellen (betrachtet als Primstellen von C(j(r)) 
sind die Gruppen (Ur, 0<n <N), (TUr, 0<n<3) und (7, 0<n<2) mit den 
Ordnungen N, 3 und 2. (Hier bedeuten U, TU, T die Restklassen von U, TU und 
T modulo N). 

3) Für jede dieser Primstellen sind die Hilbert-Verzweigungsgruppen V; (i >0) 
trivial, d. h. die einzige nicht-triviale Verzweigungsgruppe ist V, = T (Trägheitsgruppe). 

Beweis. 1) Da R% vom Verzweigungsschema (2, 3, N) ist, folgt sofort, daß die Ver- 
zweigungspunkte auf 5 die Punkte i ©, » und i mit den Verzweigungsindizes N, 3 und 2 
sind. 

2) Nun, da C algebraisch abgeschlossen ist, gilt f, = 1 für alle Primstellen P von 
C(j(r)), so daß die Zerlegungsgruppe von P mit der Trägheitsgruppe von P überein- 
stimmt. Aber definitionsgemäß besteht die Zerlegungsgruppe aus Automorphismen 9 
mit Pr = P, d.h. den Elementen von !'(1)/R, die P fixieren. Das impliziert dann unsere 
Behauptung 2). 

3) Es genügt, unsere Behauptung 3) für die Primstelle i oo zu beweisen, da die 
Trägheitsgruppen an den Stellen » und i von Primzahlordnung sind. Für die Stelle i 
sei f(r) eine lokale Uniformisierende. Da UFER ist, gilt f{r + N) = f(r). f(r) besitzt 
dann eine Fourierentwicklung 


fo) ng Zae N, 
n=0 i 


Wegen unserer Voraussetzungen gilt a, = 0, a, #0. Für ein Amt O <A <N gilt 


© a Fi 
fe+ 9 Md)= Le “(e "_4) 


n=1 
= Ja,e ’ 
n=1 


wo a, = « N —_ 1) ist. Da a, + 0 ist, gilt a) = 0 nur dann, wenn A=() (mod N) 
ist, d.h. die erste Verzweigungsgruppe V, ist gleich (1). Infolgedessen sind die übrigen 
auch gleich (1). 
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Nun gilt nach der Definition des Führers von Artin (J. f. reine u. angew. Math. 164 
[1934], S. 1) in unserem Fall 


Grad f, = 2 (2)! 29)), 
P 


da Grad P =1 ist und die höheren Verzweigungsgruppen trivial sind. T ist die Träg- 
heitsgruppe (der Ordnung e) an der Stelle P und y(T) = 5 x(o). 


oET 
Aus 2) folgt dann 
1 = 1 - 1 25 
Grad f, UT P2 (U) — 3 x(T*) z 3 x(TU*r) 
nmodN n mod2 n mod3 
und daraus für c,: 
c, = Grad f,—2r, 
1 - 1 _ 1 — 
= U) 92 (U) — P2 2) — = 3 x(TU»). 
nmodN n mod2 n mod3 
CR) My 
Amilo) elite) 
0% [4 


Fig. 10 


Bemerkung: Im Fall 8 = T',(N) wie in Teil I, haben wir einen Funktionenkörper 
Ky, der über C die Körper C(N) (= M,) erzeugt. Die Zahl c, bleibt definitionsgemäß 
für 8, sowie für M, dieselbe, so daß der oben bestimmte Ausdruck c, auch für das c, 
bezüglich 8, gilt. 
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Spaces that admit a category measure. 
By John C. Oxtoby in Bryn Mawr (Pa.), U.S.A. 





1. Introduetion. 


A category measure in a topological space is a finite, countably additive measure 
m defined on the class of sets having the property of Baire and such that m(E) = 0 
if and only if E is of first category. A space is called measurable (more precisely, category 
measurable) if it admits a category measure not identically zero. It is known, for example, 
that the Boolean space corresponding to any measure algebra is measurable, [4], [8], 
[9], and that the real line is not measurable [2, p. 186]. In this paper we shall study 
some properties and examples of category measures and give a construction for all 
measurable spaces of certain types. At the same time we give a construction for all spaces 
whose algebra of regular open sets is isomorphic to a specified complete Boolean algebra. 
We shall also consider an algebraic criterion for a space to have the property that every 
set of first category is nowhere dense. 

The sets having the property of Baire in a space X are those of the form G + P, 
where G is open, P is of first catogory, and “+” denotes symmetric difference. These 
sets constitute a o-field of subsets of X. The quotient modulo the ideal of sets of first 
category is called the category algebra of X. It is a complete Boolean algebra unless it 
reduces to a single element. 

A Boolean o-algebra M is called measurable if there exists a countably additive, 
strictly positive measure on M. A measurable algebra is necessarily complete. In any 
finite measure space the measurable sets modulo the ideal of sets of measure zero con- 
stitute a measurable Boolean algebra. Evidently a topological space is measurable if 
and only if its category algebra is measurable. 

In any topological space the open sets and the nowhere dense sets generate a field 
of subsets of X called the complete basic ring of X. It consists of all sets oftheformG + N, 
where G is open and N is nowhere dense. If G is required to be regular open, that is, such 
that G = G-"-, then this representation of any element of the ring is unique. The regular 
open subsets of X constitute a Boolean algebra R(X) in which the Boolean sum, product, 
and complement are defined respectively by (G, v G,)""—,G,nG,, and G-', and the 
Boolean order relation by set inclusion. We shall call R(X) the regular algebra of X. 
R(X) is isomorphic to the complete basic ring of X reduced modulo the ideal of nowhere 
dense sets. R(X) is always complete [12, Th. 4.1]. 

The mapping that associates to each regular open set G the class of all sets of the 
form G + P, where P is of first category, is ahomomorphism of R(X) onto the category 
algebra of X. This mapping is an isomorphism if and only if X is a Baire space, that is, 
one in which every non-empty open set is of second category. By the Banach Category 
Theorem [7, p. 49], the union $ of all open sets of first category in a topological space X 
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is itself of first category. Consequently, if X — S- is non-empty it is an open Baire 
subspace of X and R(X — $-) is isomorphic to the category algebra of X. Thus we have 
the following theorem. 


Theorem 1. Let S be the union of all open sets of first category in a topological space X. 
X is measurable if and only if X — S5- is non-empty and R(X — S5-) is measurable. In 
particular, a Baire space is measurable if and only if its regular algebra is measurable. 

In studying measurability we may therefore confine attention to Baire spaces 
without essential loss of generality. 


2. Regularly measurable spaces. 


A category measure is defined for all Borel sets, and since every set of first category 
is contained in an F', set of first category it follows that any category measure is the 
completion of a Borel measure. It is easy to verify that the completion of a finite Borel 
measure is a category measure if and only if m(G) = m(G“) for every open set G, and 
m(G) >0 for every open set of second category. A Borel measure is called regular if for 
each closed set F and positive number e there exists an open set G such that #*<G and 
m(G) <m{F) + e. A topological space will be called regularly measurable if it admits a 
regular category measure. 

We introduce the following definition: a topological space is quasi-regular if for 
each non-empty open set U there exists a non-empty open set V such that V-<U. 
Evidently any regular space is quasi-regular. The converse is not true, nor is there any 
implication between quasi-regularity and another generalization of regularity, called 
semi-regularity, introduced by Stone. A space is called semi-regular if the regular open 
sets constitute a base [10, Def. 19]. An example considered by Alexandroff-Hopf [1, p. 31, 
Beispiel 1°] and by Stone [10, p. 447] shows that a Hausdorff space can be quasi-regular 
without being semi-regular. (Note, however, that in a quasi-regular space every non- 
empty open set contains a non-empty regular open set.) A second example considered 
by Stone [10, p. 453] shows that a Hausdorff space can be quasi-regular and semi-regular 
without being regular. It is not diffieult to modify the latter example so as to obtain a 
semi-regular Hausdorff space that is not quasi-regular. 


Theorem 2. Let X be a measurable space and let S be the union of all open sets of first 
category in X. The following assertions concerning X are equivalent: 

1) some category measure in X is regular; 

2) every category measure in X is regular; 

3) X— S- is a quasi-regular subspace of X. 

In particular, a measurable Baire space is regularly measurable if and only if it is quası- 
regular. 

Proof. Suppose that m is a regular category measure in X. Let U be any non- 
empty open set contained in X— S-. Then U is of second category and m(U) >0. 
Let F=X— U. Then m(F) <m(X). Since m is regular there exists an open set W 
such that F<W and m(W) <m(X). Put V= X—W-. Then V is an open set, 
V-<X—W<U, and 

m(V) = m(X) — m(W-) = m(X) — m(W) >0. 
Hence V is a non-empty open subset of U and V-< U. Thus 1) implies 3). 


Suppose that Y = X — $- is a quasi-regular subspace of X. Let m be any category 
measure in X, and let F be any closed subset of X. If F does not contain Y let #bea 
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maximal disjoint family of non-empty open sets G such that G7< Y— F. The family 3 

must be countable, say 7 = {G;}. The maximality of {G,} and the quasi-regularity of Y 

imply that U G,; is dense in Y— F. Hence U G, differs from Y — F by a nowhere dense set, 

and m(X—F) = m(Y—F) = Em(G,). For any e >0 there is a positive integer n 

such that 5 m(G,) > m(X — F) — e. HenceG = n (X —G;) is an open set containing 
i i=1 


i=1 


F, and 
m(G) = m(X) — m ( } 


i=1 


:) < m(F) + m{X — F) — 5 m(G) <m(F)-+ e. 
i=1 


On the other hand, if F contains Y then X itself is an open set containing F, and 
m(X) = m(F). Thus 3) implies 2). Obviously 2) implies 1). 

Theorem 3. If X is a quasi-regular measurable Baire space then every set of first 
category in X is nowhere dense. 

Proof. By Theorem 2 there exists a regular category measure m in X. Let {N;} be 
any sequence of nowhere dense sets, with P=UN,;,. Then m(N;)=0, and for any 


e >0 there exists a sequence {G;} of open sets such that N; <G, and m(G;) Ss 37 for 


each i. Let G = UG,. Then G is open and m(G-) = m(G) < e. Since P-<G it follows 
that m(P-) <e for every e >0. Hence m(P-) =0, m(P-'-) =0, and therefore 
P-'-' is an open set of first category. Because X is a Baire space it follows that P-- 
is empty, that is, P is nowhere dense. 


Theorem 4. The following assertions concerning a measurable Baire space X are 
equivalent: 

1) every set of first category in X is nowhere dense; 

2) m(E) = m(E-) = m(E'-') for every category measure m and every set E having 
the property of Baire; 

3) m(E) = m(E-) (or m(E) = m(E’-')) for some category measure m and for every 
set E having the property of Baire. 

Proof. Assume 4). Then any set E having the property of Baire is of the form 
G + N, where G is open and N is nowhere dense. Hence 


G—N-<E-"<E<E-<eG-uN”. 


Since m(G — N-) = m(G- v N) for any category measure m it follows that 1) implies 2). 
Obviously 2) implies 3). 

Assume 3). Since m(E) = m(E-) if and only if m(E') = m(E-'), either version 
of 3) implies that m(E) = m(E-) = m(E’-') for every set E having the property of 
Baire. In particular, if P is any set of first category then 


m(P) = m(P-) = m(P--') =. 


Hence P-’-’ is an open set of first category, therefore empty, and P is nowhere dense. 
Thus 3) implies 1). 

Two simple examples suffice to show that in a measurable Baire space that is not 
quasi-regular it may or may not be true that every set of first category is nowhere dense. 
Let X be an uncountable set. In the first example let the class of closed sets consist 
of X and its finite subsets. In the second example let the class of closed sets consist of X 
and its countable subsets. In either case X is a 7,-space, the sets of first category are 
the countable sets, the sets having the property of Baire are the countable sets and their 
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complements, and every non-empty open set is of second category. If we define m(E) = 0 
or 4 according as E or X — E is countable then m is a category measure in either space, 
but not regular. In the first example the nowhere dense sets constitute a proper subelass 
of the class of sets of first category. In the second example every set of first category is 
nowhere dense. 


3. Weakly distributive Boolean algebras. 


A non-empty subset D of a Boolean algebra A is called a dual ideal fa€ A,bED, 
ce€Dimplyavb&DandbacED. The intersection of any family of dual ideals is a 
dual ideal. If a subset E of A has a greatest lower bound in A this will be denoted by 
A E. A Boolean algebra is called weakly distributive if whenever {D;} is a sequence of 
dual ideals with intersection D, the condition A D, = 0 for every i implis AD=. 
The following theorem exhibits this condition as a kind of distributive law. By a multi- 
plicative set is meant a set that contains aa b whenever it contains a and b. 


Theorem 5. Let A be a Boolean o-algebra. Let D, = {a,,: yE€T',} be any sequence of 
non-empty multiplicative sets in A. Let F be the set of all mappings f of the set N of positive 
integers into U T', such that f(i) € I’; for each i€E N. In order that the equation 


VAR EA Van 
iEN ver; i,y ferien i,/(i) 


hold whenever the left member is defined it is necessary and sufficient that A be weakly 
distributive. 


Proof. Let {D;} be any sequence of dual ideals, with A D,; = 0 for each i. Then the 
left member is defined and equal to 0. Every lower bound of D=ND,; is less than or 


equal to Va; u, for each FEF. Since A, V“ a = 0 it follows that AD exists and is 
ieN EFiEN 


equal to 0. Thus the stated law implies that A is weakly distributive. 

Now suppose that A is weakly distributive and let {D,;} be any sequence of multi- 
plicative sets such that the left member of the equation is defined, say equal to a. For 
each i€ N define 

D} = {(ana,,)ve:yET,,c€A}. 


Then D# is a dual ideal in A. If b, is any lower bound of Df then b, < (a’a.a,,) vc for 
every yET‘, and c€ A. In particular, taking c=ara,,, b, Sa,, for every yEl',. 
Hence b; SA Un and therefore b, <a. Similarly, taking e =a’'aa;, we find that 
b,<Sa. Therefore b, = 0. Consequently A D# is defined and equal to O for each iE N. 
It follows that A D* = 0, where D* =NDf#. Let d be any element of D*. For some 
g€F and some sequence {c,} of elements of A we have d=(a’Aa,,.) ve; for each 


i€ N. Let b be any lower bound of the set 
C = 1 Y %ro ° f er}. 
Then 
dıb<sarır\Vaua=Vana <d. 
iEeN ‚€ 


Be ia) = 


Therefore a ab <A D* =(, that is, b <a. On the other hand, 
a=V Na, 


iEN yEr, 


for every f€ F, hence a is a lower bound of the set C. Consequently A C exists, is equal 
to a, and the equation holds under the condition stated. 


SV om 
»Y — 4dEN i,f(i) 
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. We remark that in case every disjoint family of non-zero elements of A is countable, 
this distributive law can be replaced by the requirement that 


VAa,,=AVa, 
13 ij feri i,/(i) 


for every double sequence {a,,} such that a,,>2a,,,, for all i and j. In other words, 
a Boolean o-algebra that satisfies the countable chain condition is weakly distributive 
if and only if it is weakly countably distributive in the sense of Horn and Tarski [6, 
p- 469]. 

Theorem 6. /f X is a quasi-regular topological space, and if R(X) is weakly distri- 
butive, then every set of first category in X is nowhere dense. 

Proof. Let {N,} be any sequence of nowhere dense sets in X, and lt P=UN.. 
For each i let D, be the class of all regular open sets that contain \,. Then D; is a dual 
ideal in R(X). Denote the intersection of the sets belonging to D,; by E,. For any non- 
empty open set U in X, and for any i, there exists a non-empty open set V< U—N,. 
Since X is quasi-regular there is a non-empty open set G such that G-< V, and we may 
assume that G is regular open. Hence G">N,, G’€D,G">E, anadG<U-—-E.. 
This shows that E, is nowhere dense. Any lower bound of D,; in R(X) is contained in E,, 
hence AD; =0Oforeach i. Lt D=ND,.. IEGEDthenG>N; for every i,heneG>P, 


and G > P-’-. Therefore P-’-’ is a lower bound of Din R(X). Since R(X) is weakly 
distributive, AD = 0, therefore P-'-’ is empty and P is nowhere dense. 


The first example following Theorem 4 shows that Theorem 6 is .not true for 
arbitrary 7,-spaces. In that example R(X) is the 2-element Boolean algebra, which is 
completely distributive. 

The following theorem shows that the converse of Theorem 6 is true for a class of 
spaces which includes all locally compact Hausdorff spaces. Later (Theorem 17) we 
shall find that a similar proposition is true for metrizable spaces. 


Theorem 7. Let X be a space with the property that every non-empty open set contains 
a compact closed set with a non-empty interior. If every set of first category in X is nowhere 
dense then R(X) is weakly distributive. 


Proof. Let {D;} be any sequence of dual ideals in R(X) with AD, = for each i. 
Let E,; be the intersection of the closures of the sets belonging to D,. If H is any regular 
open set contained in E, and if G is any member of D,, then H<G“. Since G is regular 
open it follows that H<G. Since A D,; = (0) we conclude that H = 0, therefore E, is 
nowhere dense. By hypothesis the set E = UE, is also nowhere dense. Let D=ND,; 


and suppose that A D +0. Then there exists a compact closed set K with non-empty 
interior such that K is contained in E’ and in every member of D. Hence the interior V 
of K is a lower bound of Din R(X), and V-">E, for every i. If the sets of the family 
{G-nK:GED,} were all non-empty, the family would have the finite intersection 
property and its intersection E,;, rn K would be non-empty, contrary to K<E'. Hence 
G-nV-=0 and V">G for some G in D,. Since V-’ is regular open it follows that 
V-€D, for every i, therefore V-€D. Hence V">K>V and V =. This contra- 
dietion shows that AD = 0), that is, R(X) is weakly distributive. 

For the next theorem we shall need the following elementary lemma. 

(3.41) /f Dis a dual ideal in a measurable Boolean algebra A, and f AD =0, then 
inf {m(a):a € D} = 0 for every measure m in A. 
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Proof. Let {a,} be a maximal disjoint family (necessarily countable) of non-zero 
elements whose complements belong to D. Then Va; = e and 2 m(a,) = m(e). For any 


e>0 choose n so that FE m(a)) > m(e) —e. Then d = A a; belongs to D and 
.- 


nd) -meo—m(N.«) _. Ar 


The following theorem is a slight generalization of a theorem of Horn and Tarski 
[6, Th. 3.7]. 


Theorem 8. Any measurable Boolean algebra is weakly distributive. More generally, 
if A is a complete Boolean algebra with unit element e, and if A contains a subset B such 
that VB =e and such that for each bEB the principal ideal A(b) generated by b is 
measurable, then A is weakly distributive. 

Proof. It suffices to prove the second assertion. Let {D;} be any sequence of dual 
ideals in A such that AD; = 0 for each i. Let D=ND;, andd=AD. Consider any 


b€ B and any measure m on A(b). The set faab:a€ D;,} is a dual ideal D,(b) in A(b) 
with A D,(b) = 0. By (3.1), for any e > 0 and any i there exists an element a;,€ D, 


5 Put a=Va;,. Then a€ D and 


m(arb) =m(V(a,1b))< £m(a,ıb)<e. 
Sinee d<Sa, m(dab) Se for every e >0. Therefore m(dab) =0 and dab = for 
every b € B. Consequently 


d=dne=da(VB)=Vfdab:beB} =0. 


such that m(a,a b) < 


4. Regularly M-measurable spaces. 


Let M be any measurable Boolean algebra. A topological space X will be called 
M-measurable if the category algebra of X is isomorphic to M, and regularly M-measurable 
if X is M-measurable and some category measure in X is regular. In this case every 
category measure is regular, by Theorem 2. 


Theorem 9. Let M be a measurable Boolean algebra. A topological space X is a 
regularly M-measurable Baire space if and only if X is quasi-regular and R(X) is iso- 
morphic to M. 


Proof. If X is a regularly M-measurable Baire space, Theorems 1 and 2 show that 
X is quasi-regular and that R(X) is isomorphiec to M. Conversely, if X is quasi-regular 
and R(X) is isomorphie to M it follows from Theorem 8 that R(X) is weakly distributive, 
and then from Theorem 6 that X is a Baire space. Hence X is a quasi-regular M-mea- 
surable Baire space, therefore a regularly M-measurable Baire space, by Theorem 2. 


5. Boolean spaces. 


By the Stone representation theorem, corresponding to any Boolean algebra A 
there is a compact zero-dimensional Hausdorff space X with the property that the algebra 
B(X) of closed open subsets of X is isomorphie to A. These properties determine X 
uniquely up to homeomorphism and X is called the Boolean space corresponding to A. 
It is known that the closure of every open set in X is open if and only if A is complete. 
This follows from a theorem of Tarski [13, Hilfssatz 6. 7] and also from the following 
theorem, cf. [5, Th. 37]. 
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Theorem 10. The following properties of a topological space are equivalent: 

1) every regular open set in X is closed; 

2) the closure of every open set in X is open; 

3) the algebra B(X) of closed open subsets of X is complete, and every non-empty 
regular open set in X contains a non-empty closed open set. 


Proof. The equivalence of 1) and 2) follows immediately from the inclusions 
G<G-'""<G7”. Assume 2) and let G be the closure of the union of any family 7 of closed 
open sets. Then G is the least upper bound of # in B(X). The second part of 3) follows 
trivially from 1). Hence 2) implies 3). 

Now assume 3) and let U be any open set in X. Let G be the least upper bound 
in B(X) of the family 7 of all closed open sets contained in U-’-". If H is any closed 
open set contained in U" nG’ then H€ &, hence H<Gn@ =. Since U" nG 
is regular open it follows from 3) that it must be empty, hence U" <G. 


Similarly, if 4 is any closed open set contained inG rn U- then H’>U->J for 
every J in #. Hence H’>G and therefore H<G'nG =. Since Gn U is regular 
open it follows again from 3) that Gn U" =, that is, @G< U”. 


Having shown that U< U-"-"<G< ÜU- we conclude that U-=G. Thus 3) 
implies 2). 

Corollary. A zero-dimensional space X has property 1) or 2) if and only if B(X) is 
complete. 

Following Dixmier [4] we shall call the Boolean space corresponding to a complete 
Boolean algebra a Stonian space. Since any Hausdorff space that satisfies 2) is totally 
disconnected we see that a compact Hausdorff space X is Stonian if and only if it 
satisfies 2), or equivalently, if and only if it is extremally disconnected in the sense of 
Hewitt [5]. 

Theorem 11. A compact Boolean space X has the property that every set of first 
category in X is nowhere dense if and only if B(X) is weakly distributive!). 


Proof. We shall show that B(X) is weakly distributive if and only if R(X) is. Then 
the conclusion follows from Theorems 6 and 7. For any dual ideal D in R(X) let D* be 
the class of closed open sets that belong to D. Then D* is a dual ideal in B(X). IE D, 
is any dual ideal in B(X) let D be the class of all regular open supersets of members of D,. 
Then D is a dual ideal in R(X) and D* = D,. Thus the correspondence D> D* is a 
mapping of the class of dual ideals in R(X) onto the class of dual ideals in B(X). Let 
us denote greatest lower bounds in A(X) by A, and in B(X) by A*. If Dis a dual ideal 
in R(X), and ifGE D, then G- is the intersection of the family of closed open sets that 
contain G. Since this family is contained in D* it follows that any lower bound B of D* 
in B(X) is contained in G-, and therefore in G since G is regular open. Therefore AD = 0 
implies A* D* = 0. On the other hand, if A D + O there exists a non-empty closed open 
set B<AD. Then B is contained in every member of D*, hence A* D* +0. Thus 
AD=0 if and only if A*D* =. 

Let {D;} be any sequence of dual ideals in R(X). Then {Df#} is a sequence of dual 
ideals in B(X), and any sequence of dual ideals in B(X) can be so represented. If 





!) For complete Boolean algebras that satisfy the countable chain condition, J. L. Kelley [Paeifie J. Math 1 
(1959), 1165-1177] has obtained an equivalent result, with „weakly countably distributive“ in place of „weakly 
distributive“. By considering the one-point compactification of an infinite discrete space it may be seen, that the 
present theorem is somewhat wider in scope. 
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D=ND; then D*=ND#. Sinee AD,=0if and only if A*DF=0, anddAD=0 


if and only if A* D* = 0, it follows that R(X) is weakly distributive if and only if B(X) 
is weakly distributive. 

An example due to Dieudonn& [4, p. 30] shows that in a Stonian space it may 
happen that every set of first category is nowhere dense while at the same time every 
Borel measure has a nowhere dense support. It follows that a Boolean algebra can be 
complete and weakly distributive without being measurable even in the weak sense 
demanded in Theorem 8. 


6. Maps in Boolean spaces. 


Let M be any given measurable Boolean algebra. We now consider the problem 
of constructing all regularly M-measurable Baire spaces. By Theorem 9 this is equivalent 
to constructing all quasi-regular spaces whose regular algebra is isomorphic to M. 

Since M is complete, the Boolean space Y corresponding to M is Stonian. By 
Theorem 10, R(Y) = B(Y) and therefore R(Y) is isomorphie to M. Since any compact 
Hausdorff space is quasi-regular we see that Y is one example of a regularly M-measurable 
Baire space (cf. [4], [8], [9]). To find all such spaces it is natural to apply Stone’s theory 
of maps in Boolean spaces. In fact, Stone has already proposed the problem of deter- 
mining all the different 7,-spaces whose regular algebra is isomorphic to a given complete 
Boolean algebra, and has expressed the opinion that paper [10] “provides methods 
which should suffice for a deep investigation, if not actually for a complete solution, of 
this problem’ [12, p. 262]. We shall show that an appropriate specialization of Stone’s 
construction does indeed provide a solution of this problem, and that a further speeiali- 
zation leads to a determination of all regularly M-measurable Baire spaces. 


Let Z be a topological space. Let f be a mapping of a set X onto a class 7 of non- 
empty subsets of Z. For each open set G in Z define X(G) = {x:f{x2)<G}. Then 
X(GrnH) = X(G) rn X(H) and X(Z) = X. Hence the class of sets {X(G):G open 
in Z} constitute a base for a topology in X. We call this the topology induced in X by f 
and Z. It is obvious that X can be a 7,-space only if f is one-to-one. In case Zisa T7,-space 
this condition is also sufficient. For if there is a point z in f(x,) — f(z,) then G = Z — {z} 
is an open subset of Z such that x, € X(G) and z,$ X(G). 


Theorem 12. Let Z be a topological space and let Y be a closed subset of Z. Let # be a 
family of subsets of Z such that 

(1) each member of # meets Y, and 

(2) any open set in Z that meets Y contains at least one member of $. 
Let fbe amapping of a set X onto #. Under the topology induced in X by f and Z the regular 
algebra of X is isomorphic to the regular algebra of Y. If Y is a quasi-regular subspace of Z 
then X is quasi-regular if and only if £ satisfies the further condition: 

(3) for any open set G that meets Y there is an open set H that meets Y and is such 
that G contains every member of # that meets HrY. 

The proof consists of a series of lemmas leading to (6. 9) and (6. 10). 

(6.1) If G is open in Z then 

X"(G) = {x: f{a) n(GrY) #0}. 

Proof. Suppose f(x) n(GrY)- +0. Let X(H), H open in Z, be any basic open 
set containing x. Then f(xz)< H and 
Hr(GrY)- >fle)n(GrY)- #0. 
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Since H is open it follows that HG nY +0. By (2) there exists a point z,€E X 
such that f(z,)< HG. Hence X(H) nn X(G) = X(H nG) is non-empty. Therefore 
ze X-(G). 

Suppose f(x) n(GrY)- =0. Put H=(GrY)-. Then H is an open set con- 
taining f(x), and HnGrY=0. It follows from (1) that X(H nG) = 0. Therefore 
X(H) is an open set containing x and disjoint to X(G). Hence x$ X -(G). 

(6.2) /Jf G is open in Z then 

X-7(6) = X(Kuf\), 
where K is the smallest member of R(Y) that contains GrnY. 

Proof. By (6.1), X-(G) = X((Gr Y)"'). A second application of this formula 
shows that X-’-/(G) = X(H), where H = ((Gr Y)" nY)-. The Y-complement of 
the Y-closure of any subset E of Y is 

(E-AWrnTY=EnY. 
Hence the Y-interior of the Y-closure of E (that is, the smallest member of R(Y) con- 
taining E) is the set F = (E-" nY)" nY. Therefore 
Fif’=(E’AN"vf’=(ErnN-. 
In partieular, f E=GrnYthen F=K, and we conelude that Ku Y'=H. 
(6.3) If J is open relative to Y then J v Y' is open in Z. 
Proof. J=GnrY for some set G open in Z. Hence 
Ju’ =z(Gr NrT’=GvYT. 
Since both G and Y’ are open in Z so is Ju f". 
(6.4) If JER(Y) and K=Y— J- then 
X-(JvY)=X(Kuf’). 
Proof. By (6.1) and (6. 3), 
X-(JuvY’) = {z: f{a) (Ju Y')aY) =0} = X(J"). 
Since 
Kur (AN /ur=)J- 
the conclusion follows. 
(6.5) If JER(Y) then 
X--Jv)= Kl) wvr). 

Proof. Let K= Y— J-. Then KER(Y) and J= Y— K’-, since J is regular open 
relative to Y. Two applications of (6. 4) give the conclusion. 

(6.6) /f J and K belong to R(Y) then 

X(JaK)uvY)=X(JuvY)nX(KuY'). 

Proof. Apply the distributive law. 

(6.7) If JER(Y) and J-+0 then 

X(JvY')=#+0. 

Proof. Let J=GrY,G open in Z. Since G meets Y, (2) implies that X(G) #0. 

Since 


JuvT’'’=(G NY’ =6GuT7>6G 
it follows that X(Juv Y’) #0. 
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(6.8) /f His any regular open subset of X then H= X(J u Y') for some J€ R(Y). 

Proof. Let K_be the class of all sets KER(Y) such that X (Ku Y')<H. Let 
U be the union of the sets belonging to K_and let J be the smallest member of R(Y) 
containing U. Since H is open, for each x € H there is a basic open set X(G), G open 
in Z, such that zE X(G)<H. Hence x € X-’-(G)<H. From (6.2) it follows that 
ze X(KuY’)<H for some KE R(Y). Hence KEK_and K< J. Therefore 


f{zx)<KuY'’<JuY' 


and we conclude that H< X(Ju Y'). 


Now consider any z€E X(J vu Y’). Let X(G), G open in Z, be any basic open set 
containing x. Then f(x)<Grn(JvY’). By (1) there is a point y€f(xz) nY. Hence 
yeGrnJ. Since J< U” it follows that Gr U- #0 and therefore Gn U +0. Hence 
GnK +0Oforsome KEK_. Therefore, by (6.3), Gr (K v Y’) is an open set in Z that 
meets Y. By (2) there exists a point z,€ X such that f(z,)<Gr(Kv Y’). Hence 
z,E X(G) and z,E X(Kv Y')<H. Therefore X(G) nH +0. It follows that x € H- 
and we conclude that X(J v Y’)< H-. 


From the relations H< X(J vu Y')<H- and H = H--' it follows that 


H=X--JuY)=-XJu?’), 
by (6. 5). 
(6.9) The correspondence J> X(J vu Y') is an isomorphism of R(Y) onto R(X). 


Proof. By (6.5) and (6. 8) this correspondence is a mapping of R(Y) onto R(X). 
By (6. 4) and (6. 6) it is a homomorphism, and by (6. 7) it is an isomorphism. 


(6. 10) In order that X be quasi-regular it is necessary that F satisfy condition (3). 
This condition is sufficient in case Y is quasi-regular. 


Proof. Suppose X is quasi-regular. Let G be any open set that meets Y. Then X(G) 
is non-empty and there exists a non-empty open set V such that V-< X(G). Let X(H) 
be a non-empty basic open subset of V. Then H is open in Z, H meets Y, and if 
fa) nHrY=+0 then f(x) n(HrY)- #0 and x€ X-(H), by (6.1). Hence 
ze V-< X(G) and f(x) <G. Therefore # satisfies (3). 

Suppose 5 satisfies (3) and Y is quasi-regular. Any non-empty open set in X 
contains a non-empty basic open set X(G). Then G meets Y. By (3) there exists an open 
set H, that meets Y and is such that f(xz) nH,Y +0 implies f(x2)<G. Since Y is 
quasi-regular there exists an open set H such that HAY +0 and (H rn Y)- (which is 
also the closure of Hr Y relative to Y) is contained in H, rn Y. Then X(H) is a non- 
empty open set, and if zEX-(H) then f(a) n(HrY)- #0, fa) nH,nY=#0, 
f{x2)<G, and x € X(G). Therefore X-(H)< X(G) and X is quasi-regular. 

We call attention to the following corollary of Theorem 12. 


(6.11) /f X is a dense subspace of a topological space Y, then R(X) is isomorphic 
to R(Y). If Y is quasi-regular then so is X. 

Concerning conditions (1) and (2) of Theorem 12 we make the following comment. 
To any family 7 of subsets of Z can be associated the set Y* consisting of all points of Z 
with the property that every neighborhood of z contains at least one member of £. 
Y* is a closed set. If # satisfies (1) and (2) then Y = Y*. In any case (2) is satisfied when 
Y = Y*. Hence the restrietion imposed upon # by conditions (1) and (2) is simply that 
each member of 7 should intersect the associated set Y*. 
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7. Algebraie maps in Boolean spaces. 


We now consider a representation of an arbitrary T',-space X by a map of the kind 
described in Theorem 12. The map defined in the following theorem was introduced by 
Stone and is called an algebraic map of X [10, Th. 26]. 

Theorem 13. Let X be an arbitrary T,-space. Let B be a subring of the complete basic 
ring of X that includes a base and includes all regular open sets. Let Z be the Boolean space 
corresponding to B, and let g be an isomorphism of B onto B(Z). Let N be the class of nowhere 
dense sets that helong to B, and let Z, be the union of the sets g(N) for NEN. For each x 


in X let 
B(x) = {B:B€EB, z€B'} 


and let f(x) be the intersection of the family {g(B): BE B(x)}. Then 

(i) the st Y=Z—Z, is a Stonian subspace of Z and R(X) is isomorphic to R(Y), 

(ii) the class £ = {f{a): xE X} is a family of closed subsets of Z that satisfies 
conditions (1) and (2) of Theorem 12 relative to Y, 

(iii) f is a one-to-one mapping of X onto $, and 

(iv) the topology induced in X by f and Z is identical with the given topology in X. 

In case X is quasi-regular the family £ satisfies a condition stronger than (3), namely, 

(3) for any open set G that meets Y there is an open set H that meets Y and is such 
that G contains every member of $ that meets H. 

Proof. All but the last assertion of this theorem are included in or implied by 
Theorems 4 (4), 26, and 28 of [10]. Accordingly we shall give the proof in somewhat 
condensed form. Observe first that for each z€ X, B(x) is a dual ideal in B and that 
f(x) is the intersection of a family of closed open sets, hence closed. 

(7.4) If BEBithen g(B)<Z, if and only if BEN. 

lf g(B) <Z,then g(B) can be covered by a finite number of sets g(N;) with N; EN, 
hence BEN. The converse is true by definition. 

(7.2) (a) Y #0 for each zE€E X. 

This follows from the fact that g(B(x)) n Y is a family of sets having the finite 
intersection property. 

(7.3) If BEB then f(x) <g(B) if and only if z€& B'-. 

If the sets of the family g(B(z)) all met Z—g(B) then so would f(x). Hence 
f(x) < g(B) implies f(x) <g(A)<g(B) for some A € B(x), and therefore x € A’ < B’, 
The converse is true by definition. 

(7.4) If BEB then f(x) ng(B) #0 if and only if z€ B-. 

Replace B by B’ in (7.3). 

(7.5) The mapping B>h(B) =g(B)nY is a homomorphism of B onto B(Y), 
and the kernel of h is N. 

Any member of B(Z) intersects Y in a set that is closed open relative to Y, and 
every member of B(Y) can be so represented. Hence k maps B onto B(Y). It is then 
easy to verify that h is a homomorphism, and (7. 1) shows that the kernel of A is N. 

By (7.5) Y is the Boolean space corresponding to B/N. Since B includes all regular 
open sets it follows that B(Y) is isomorphie to R(X). By Theorem 10, Y is Stonian and 
R(Y) = B(Y). Thus assertion (i) is proved. That %# satisfies conditions (1) and (2) follows 
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from (7. 2), (7.1), and (7. 3). Assertion (iii) follows from the fact that if x, and x, are 
any two distinct points of X there is an open set B € B that contains one but not both. 
Hence, by (7. 3), g(B) contains one but not both of the sets f(x,) and f(x,). (7. 3) also shows 
that the topology induced in X has for base the family of sets {B’-": BE B}. It is therefore 
identical with the given topology. It only remains to prove the following lemma. 


(7.6) If X is quasi-regular then # satisfies condition (3'). 


It suffices to consider any closed open set G = g(B) that meets Y. Then B’- is 
a non-empty open set in X, by (7.1). Since X is quasi-regular and B includes a base 
there exists a non-empty open set A € B such that A-< B’-'. Take H = g(A). Then 
(7.1) shows that H meets Y, and (7. 4) shows that if f(x) meets H then x € A-, hence 
x € B'- and f(x) <g(B). Thus G contains every member of # that meets H. 


Theorems 12 and 13 justify the following construction. Let A be a complete Boolean 
algebra, and let Y be the corresponding Boolean space. Then A(Y) is isomorphic to A. 
Let Z be any compact Boolean space in which Y can be imbedded, let #7 be a family 
of closed subsets of Z that satisfies conditions (1) and (2) of Theorem 12 relative to some 
imbedding of Y in Z, and let f be a one-to-one mapping of a set X onto 7. According to 
Theorem 12 the topology induced in X by f and Z makes X a T7,-space whose regular 
algebra is isomorphic to A. Theorem 13 shows that by an appropriate choice of Z and # 
every such space can be so obtained. By relaxing the requirement that f be one-to-one we 
can obtain in this way all topological spaces whose regular algebra is isomorphie to A, 
since it is known, [11], [3], that any topological space can be mapped onto a T,-space 
by a mapping that induces a one-to-one correspondence between their families of open 
sets, and therefore an isomorphism between their regular algebras. 


In the above construction we may confine attention to Boolean spaces Z of a special 
class, and to a particular imbedding of Y in each. Let c be any infinite cardinal number 
not less than that of A. Let Z, be the topological product of a family {Z,: «x € /} of replicas 
of the 2-point space Z, = {0,1}, where / is an index set of power c. Stone has shown 
[10, Th. 10] that every Boolean space of character not exceeding ce can be imbedded 
in Z.. We need to consider a slightly specialized form of this imbedding. 


Let g be a mapping of / onto B(Y) such that each of the sets 9-1(G), GE B(Y), has 
power c. For each y € Y let g(y) be the point {z,} of Z, defined by taking 2, = 1 if y€ p(«) 
and 2, =0 if y$yp(«). Then g is a homeomorphism of Y onto a subspace Y, of Z,. Let 
us call Y, a suitable imbedding of Y in Z,. Suppose that we are also given an imbedding 
of Yin a space Z such that B(Z) has power not exceeding c. Let y be a mapping of / 
onto B(Z) such that y(x) n Y = y(«) for each «€ /. Such a mapping exists since at 
least one and at most c members of B(Z) intersect Y in any specified set belonging to 
B(Y). For each z €Z let h(z) be the point {z,} of Z, defined by taking z, =1 if z€ y(«) 
and 2, = 0 if2z% y(«). Then h is a homeomorphism of Z onto a subspace Z, of Z,, and h 
is an extension of g. It follows from Theorem 13 that any T7,-space whose regular algebra 
is isomorphic to A and which has a ring B (as in Theorem 13) with power not exceeding c 
can be represented by a family 7 of closed subsets of Z, (therefore also closed in Z,) that 
has properties (1) and (2) relative to Y,. The topology induced by Z, is the same as that 
induced by Z,. On the other hand, any space X represented by a family of subsets of Z, 
has character not exceeding c. Hence we have the following theorem. 


Theorem 14. Let A be a complete Boolean algebra, and let Y be the corresponding 
Boolean space. Let c be any infinite cardinal number not less than that of A. Let Y, be a 
suitable imbedding of Y in Z.. Let # be a family of closed subsets of Z, that satisfies conditions 
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(1) and (2) of Theorem 12 relative to Y,,, and let f be a one-to-one mapping of a set X onto &. 
The topology induced in X by f and Z, makes X a T,-space of character not exceeding 
whose regular algebra is isomorphic to A. Any T,-space whose complete basic ring (or some 
ring that includes a base and all regular open sets) has power not exceeding c and whose 
regular algebra is isomorphic to A corresponds in this way to some such family $&. X is 
quasi-regular if and only if # also satisfies condition (3). 


In particular, if M is any measurable Boolean algebra then all regularly M-mea- 
surable Baire 7,-spaces can be constructed by suitably imbedding the Boolean space Y 
corresponding to M in each of the spaces Z,, c Z power of M, and then choosing families 
of closed subsets of Z, that satisfy conditions (1), (2), and (3) of Theorem 12 relative to 
this imbedding of Y. 


8. Speeializations. 


The construction described in Theorem 14 gives rise to a T,-space X. X isa 7,-space 
if and only if no member of 5 contains another, and a Hausdorff space if the members 
of 7 are mutually disjoint [10, Th. 23]. 


In Theorem 14 no bound can in general be placed upon c, as the following example 
shows. Let X be an arbitrary infinite set, and let D be a denumerable subset of X. Topo- 
logize X by taking for open sets all subsets of D and all subsets of X that contain all 
but a finite number of points of D. Then X is a 7T,-space containing D as a dense subset. 
Each point of D is an isolated point of X, hence X is quasi-regular and every nowhere 
dense set is contained in X — D. On the other hand, every subset of X — D is a nowhere 
dense closed set. Hence the complete basic ring of X is the field of all subsets of X. Its 
quotient modulo nowhere dense sets is isomorphic to the field of all subsets of D, and 
therefore to the measure algebra M of an infinite discrete measure space. Hence X is a 
regularly M-measurable Baire 7,-space. A family of subsets of X is a base if and only 
if it includes each one-element subset of D and for each z€ X — Da sequence of sets 
of the form {x} v (D— F;), where {F,} is a generating sequence for the ideal of finite 
subsets of D. The character of X is therefore equal to the power of X, which may be taken 
arbitrarily large. 


However, if we confine attention to Hausdorff spaces then a single choice of Z, is 
sufficient, as we now show. Write exp r = 2’for any cardinal number r. 


Theorem 15. Let A be a complete Boolean algebra, with cardinal number r. Let 
c=expexpr,andlet Y, be a suitable imbedding of the Boolean space corresponding to A inZ.. 
Let £ be any family of mutualiy disjoint closed subsets of Z, that satisfies conditions (1) 
and (2) of Theorem 12 relative to Y,. Let f be a one-te-one mapping of a set X onto #. The 
topology induced in X by f and Z, makes X a Hausdorff space whose regular algebra is 
isomorphic to A. Every such space can be so represented. 


Proof. The first assertion follows from Theorem 14 and the remark that X is Haus- 
dorff whenever # is a disjoint family of closed sets. To prove the other assertion, let X 
be any Hausdorff space with R(X) isomorphic to A. Let b be the cardinal number of the 
complete basic ring B of X, and let f be the algebraic map of X in the Boolean space Z 
corresponding to B defined in Theorem 13. By (7. 3), the range of fis a family of mutually 
disjoint subsets of Z. By Theorem 13, each of these meets the Stonian subspace Y there 
defined. Hence the power of X does not exceed that of Y. Because R(X) is isomorphic 
to R(Y), and A(Y) = B(Y), it follows that Y is the Boolean space corresponding to A, 
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hence its power does not exceed exp r. Consequently, b <expexpr. The conclusion 
then follows from Theorem 14. 

Let us now consider the effect of taking 5 to be a family of subsets of the Boolean 
space Y corresponding to A. The construction described in Theorem 12 can then be 
carried out entirely within Y. A family of non-empty sets is said to be densely distributed 
in a space if every non-empty open set contains at least one member of the family. If 
we take Z = Y in Theorem 12, conditions (1) and (2) reduce to the assertion that # is 
densely distributed in Y. In case Y = Z is semi-regular (in particular, if it is a Boolean 
space) it follows from (6. 9) that X is also semi-regular, cf. [10, Th. 62]. For semi-regular 
spaces the following simpler representation can be used in place of Theorem 13. 


(8.1) Let X be a semi-regular T,-space, let Y be the Boolean space corresponding to 
R(X), and let g be an isomorphism of R(X) onto B(Y). For each x in X let f(x) be the inter- 
section of the family {g(B): z€ BE R(X)}. Then the family # = {f(x): x € X} is densely 
distributed in Y, f ıs a one-to-one mapping of X onto #, and the topology induced in X by [ 
and Y is identical with the given topology in X. 


All of these assertions follow easily from the fact that f(x) <g(B) if and only if 
rE€EB (cf. (7.3)). Thus we have the following theorem. 


Theorem 16. Let Y be the Boolean space corresponding to a complete Boolean algebra A. 
Let £ be any family of non-empty closed sets densely distributed in Y, and let f be a one-to-one 
mapping of a set X onto #. The topology induced in X by fand Y makes X a semi-regular 
T,-space with R(X) isomorphic to A. Any semi-regular T,-space whose regular algebra is 
isomorphie to A can be so represented. In order that X be quasi-regular it is necessary and 
suffieient that £ have the additional property that for every closed open set G +0 in Y there 
exists a closed open set H + 0 such that G contains every member of # that meets H. 


When # is taken to be a continuous family [10, Def. 5] the space X is regular. 
Conversely, when X is regular the map defined in (8. 1) represents X by a continuous 
family. When %# is a continuous family that covers Y then X is compact. Conversely, 
when X is compact the family 5 defined by (8. 1) covers Y. Thus compact Hausdorff 
(resp. regular) spaces X such that R(X) is isomorphie to A are characterized as those 
spaces that can be represented as a continuous image of Y (resp. a subspace of Y) by a 
mapping h such that the family {A-!(2): x € X} is densely distributed in Y. 


By (6. 41), if X is a compact Hausdorff space with R(X) isomorphic to A then any 
dense subspace Q of X is a completely regular space and R(Q) is isomorphic to A. Every 
such space can be so obtained, since X may be taken to be the Stone-Cech compactification 
of@. The completely regular spaces whose regular algebra is isomorphic to A are therefore 
characterized as those spaces which can be represented by a densely distributed family 
in Y that can be imbedded in a continuous covering family, cf. [10, Th. 92]. 


9. Metrizable spaces. 


The M-measurable spaces we have just constructed are not in general metrizable. 
In fact, a metrizable Baire space can be M-measurable only if M is of a very special 
type, namely, isomorphic to the field of all subsets of a countable set. 

It follows from Theorem 3 that in any metrizable measurable Baire space every 
set of first category must be nowhere dense. Let us first determine what restrietion is 


imposed by this requirement alone. 
22 
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Theorem 17. The following properties of a metric space X are equivalent: 


1) every set of first category in X is nowhere dense; 

2) the set D of isolated points of X is dense in X; 

3) R(X) is isomorphic to the field of all subsets of some set; 
4) R(X) is complete and completely distributive; 

5) R(X) is weakly distributive. 


Proof. Suppose the open set X — D- is non-empty. For each positive integer n 
let E„ be a maximal subset of X — D- with the property that the distance between any 


two points of E„ is at least equal to a Then E,„ is closed. Since X — D- contains no 


isolated points, each of the sets E,„ is nowhere dense. Hence the set P=UE, is of first 
category in X. The maximality of the sets E„ implies that ? is dense in X — D-. Hence 
X — D- is a non-empty open set contained in P-, and P is not nowhere dense. Since 
this contradicts 1) it follows that 1) implies 2). (In case D is empty, the same reasoning 
shows that a metric space contains a dense set of first category if and only if the space 
is dense in itself.) ’ 

If the set D of isolated points of X is dense in X, then the nowhere dense sets are 
the subsets of X — D, and the complete basie ring is the field of all subsets of X. The 
mapping E>EnD is a homomorphism of this field onto the field of all subsets of D. 
Since the kernel of this homomorphism is the ideal of nowhere dense sets it follows that 
R(X) is isomorphie to the field of all subsets of D. Thus 2) implies 3). 

Obviously 3) implies 4). Theorem 5 shows that 4) implies 5); and 5) implies-1) by 
Theorem 6. 

The following conclusion follows from Theorems 3 and 17. 


Theorem 18. A metrizable space is a measurable Baire space if and only if the set D 
of isolated points of X is a countable dense subset of X. In this case the category measures 
in X are those and only those measures that are positive for each point of D and vanish on 
X—D. 
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On the Reducibility of Certain Linear Differential Systems. 
By Michael Golomb at Lafayette (Ind.), U.S.A. 





0. Introduetion. 


In this paper systems of the form 

(0. 1) = —= A,w + AA(z) w 
are considered, where the independent variable z and the parameter A are real or complex, 
and the variable coefficients which are the components of the matrix A(z) are elements 
of a class B(2, B). The functions of this class have exponential expansions with exponents 
from the set 2, convergent uniformly and absolutely in the part ® of the complex plane 
(for a precise definition see Section 1). A principal result is that such systems have 
fundamental solutions of the form U(z) exp (7Tz), where 7 is a constant matrix that 
converges to A, as A> (0 and the components of U(z) are functions in ®(Q,, B), 2, being 
the set obtained from 2 by forming all finite linear combinations with nonnegative 


integral coefficients (Theorem 2.1). If the substitution w = Uv is made system (0. 1) 
becomes zZ = Tv, thus is reduced to a system with constant coefficients by a nonsingular 
transformation U, which together with its inverse U-! are of class ®(2,, ®). This 
“redueibility ®B(2,, 8)”, which is well known for systems with periodie coefficients 
(Floquet’s Theory, [3]) is proved here for the far more general systems (0. 1) (Section 3). 

The one essential condition which makes the convergence proof for the given 
expansions possible is that the set 2, does not have O0 as a limit point. Other restrietions 
on the characteristic values of the matrix A, and on the parameter A are inessential and 
can be obviated by modified expansion procedures, especially in certain important 
particular cases (Section 4). The method by which the expansions of the solution (which 
are not expansions in powers of A) are obtained and by which their convergence is proved 
is essentially that developed by Wasow [14] and Golomb [4, 5] in eonneetion with the 
study of periodie solutions and stability problems for linear and nonlinear systems. The 
formal procedure involved had been suggested by E. Weber (see Wasow ([14]). 

The expansions on which the proofs for the structure theorems are based are of 
interest in themselves, as they provide explieit solution procedures. For systems with 
periodic coefficients, where Floquet’s theory gives only existence and structure theorems, 
this method gives novel series expansions for the solution (see Golomb [5], where this 
is carried out in detail for Mathieu’s and Hill’s equations; for other convergent expansions 
in the periodice case see Lindstedt [8], Poincare [10], Picard [9], Cesari [1], Hale [6], 
Sibuya [12, 13]). In this paper the same procedure is applied to obtain convergent series 
expansions for the solution of linear systems in the neighborhood of an irregular singular 
point. This appears as a special case of the general theory presented here, by letting 2, 
be the set of rational integers and replacing the independent variable in equation (0. 1) 
by £ = exp z (Section 5). 
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1. The Class of Coeffieient Funetions. 


The class of functions f considered here are complex-valued and defined in a part % 
of the complex z-plane which contains at least two points. They are assumed to have 
exponential expansions 


(1.1) f(z) = re 


with arbitrary complex exponents &;, absolutely convergent uniformly in ®. This class 
of functions will be denoted as ®(2, ®), where 2 denotes the set of exponents @;. Since 
a linear transformation in z has a trivial effect on the results we may assume that % 
contains the points z = (0 and z = 1. Obviously, the class ®(2, ®) is not affected ıf © 
is replaced by its closed convex hull, and we may assume from the start that ® is closed 
and convex. Then ® either contains interior points and the elements of ®P(2, B) are 
functions analytic in the region ®, or ® is an interval of the real axis and the elements 
of PV(2, B) are continuous. In either case all the functions in ®B(2, ®) are bounded. 

Let 2, denote the set of complex numbers that are linear combinations with 
nonnegative coefficients of the ®, € 2. The class P(2,,B) is a commutative algebra 
over the complex numbers if addition and multiplication of elements in B(2,, B) and 
multiplication by complex numbers are defined in the obvious way. The algebra has a 
unit, which is the function identically 1 in ®. The algebra is normed if we define the 
norm of the element f(z) = a, exp (wı2) to be 


(1. 2) II/ || = sup & | aze”*® |. 
ze®B k 


Although we shall make no use of it we mention the fact that the underlying normed 

vector space is complete, hence ®(2,, B) is a Banach space. As an immediate consequence 
\ 1 1 © 

weseethat iff € B(2,, ®) and || /—1 || < then 7 EP(2,, B); indeed :” ZA—p* 
k=0 

f w=(w,...,w®”) is a vector and A = (A”,..., A"9) is a matrix then 

weER(R,B), AEP(Q, B) are to mean that w € PiQ,, B), AP E P(Q,B) for 

i,j=41,...,n. We also put ||» || = & || w® ||, || A || = 2;, || A® ||, so that 


|| Aw || < || A || - || w || and also || AB || < || A || - || 2 || if the vector w and the matrices 
A, B are in B(Q2, B). 

It is not necessary that the expansions (1. 1) be absolutely and uniformly convergent 
in ® and that the norm (1.2) be chosen. Instead, we may interpret ®(Q,, B) as any 
normed algebra of complex-valued functions f over ® possessing absolutely convergent 
expansions f(z) = 3 a, exp (0,2) (w; € 2,). Although in the following we shall always 

k 


speak of absolute and uniform convergence in ®, the more general interpretation of 
convergence may be substituted without change. 


2. The Expansion Theorem. 


The differential systems.to be considered here are of the form 


(2.1) = Au + AA(z) w, 


where A, is constant matrix, A € P(2, 8), and A a complex parameter. If ® has interior 
points we seek a solution w analytie in ®; if ® is a real interval w is to be a differentiable 
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function of the real variable z. A fundamental solution of (2.1) is a set of n solutions 
w; = (wl”,...., w®) such that the matrix W = (w(”, ..., w®) is nonsingular for z€E 8. 
W satisfies the matrix equation 

(2. 2) Z = A,W + AA(z) W 
and if W’ is another fundamental solution of (2.1) then W’ = WC, where C is a non- 
singular constant matrix. 

Let o,,...,0m(m Zn) be the distinet characteristic values of the matrix A,. We 
prove the following main result of this paper. 


Theorem 2.1. /f there exists a positive ö such that 
(2. 3) lo+,—0,|>25 for weQ, +0; i,j=A,...,m 
then system (2.1) has, for all sufficiently small A, a fundamental solution W of the form 


(2. 4) W(z) = U(2) e”“, 


/ 
where U, z and U-! are in PB(2, ®), lim || Ulz) —A || =0, and T is a constant 
i>0 


matrix, lim || 7— A, || = 0. 
31>0 


Proof. We construct an expansion of U. For this purpose let the sequences of 
nonnegative integers only a finite number of which are + 0 be arranged as a sequene 
N» N] N... in such way that N, + N, = N, implies r+s <St (for details see [4]). 
Here N, + N, denotes the usual sum of the sequences N,, \,, and N, denotes (0,0, ...). 
Also let 


(2. 5) 


and put re 
(2. 6) N, 2= no, |N,|= Fn, 
k21 k21 


IN, = (n,, Ng ...).Nisto denote the set of indices r such that N, : 2 = 0. By assumption, 


(2. 7) Al) = FA, et = zA cn, 
r21 r21 

where A,, A,,... are constant matrices and the sum (2.7) is absolutely convergent 
uniformly in ®B. We set up 

(2. 8) W(z) = (1 + 8 U,e's'%) e”* 

SEN 

and seek to determine the constant matrices T, U,, U,,... so that (2. 8) satisfies (2. 2) 
formally. For this purpose we assume, for the moment, 7 as known and determine the 
U„tEN, from equations obtained by substituting (2. 7) and (2. 8) in (2. 2), expanding 
products according to exp (N,- 2z)- exp (N,- 2z) = exp((N, + N,) - Qz), and comparing 
coefficients. These equations are 

(2. 9) UN 2Q+N— AU, =AZAU, Noa+N,=N, 

(r,8) 

where the sum is extended over all those r, s for which N „, + N, = N,, and where we 
have put U, =1. 
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Equations (2.9) form a recursive system for U,, U,,.... We show that these 
matrices are uniquely determined as functions of T, U,= U,(T), for any T for which 
I 7— A, || is suffieiently small. For the purpose of this proof we may assume that A, 
is in canonical form since we may look upon (2.9) as an equation for CU, where the 
nonsingular € is so chosen that CA, C'-! is in canonical form (the subsequent expansions 
are not dependent on this assumption). We also make the assumption — to be removed 
in a minute — that the canonical A, has no non-zero off-diagonal terms. (2.9) may be 
rewritten as 

(2. 10) UN, :-2+T— A, + A, —AUı=AFZAlU,. 

(r,8) 
Each component of the matrix equation 


(2. 11) oU+UA—AU=V;w€EQ,, o+0 
is of the form 
(2. 12) (w+0o—o)u=v 
where u, v are corresponding components of U, V, and o, o’ are two characteristic values 


of A,. Because of hypothesis (2. 3) we have a unique solution of (2. 12), hence of (2. 11), 
and |u | < ö-!|v |, || U || < 5" || V ||. It follows that if 


(2. 13) IT-A|<$ 


then the equation 

(2. 14) UN: R+T— A) + UA — AUı=V,tEN 
can be solved for U,. We write this solution as 

(2. 15) U,=T,V 


where 7’, = T,(T)is an operator on the n?-dimensional vector space of the matrices V 
(T', is not necessarily an nx n matrix). It also follows from (2. 3) and (2. 13) that 


2 
(2. 16) IvlIsz IV 


so that 2 is a bound for | 7", |, the norm of the operator 7',. If the canonical form of A, 


is not diagonal, then A, can be considered as the limit of matrices whose canonical forms 
are diagonal. Since the above result is independent of whether A, has or does not have 
simple elementary divisors the same result can be derived for the more general A, by 
the limiting process. 

Thus, (2. 10) leads to 


(2. 17) U, = AZ A,U,, |T| < 


(r,s) 


ö 
if T satisfies condition (2. 13). We now prove that the sum 


(2. 18) EU,(T)e}.®* 
SEN 
converges absolutely and uniformly in ® for any matrix T for which (2. 13) is satisfied. 
If we put 


(2. 19) ä(z) = E || A, || e*” 
r21 





Golomb, On the Redueibility of Certain Linear Differential Systems. 


then the series 
Pr" 2\n m 
(2. 20) = (5) | A ran(a) 
n>0 ö 
converges absolutely uniformly in ® provided 


ö 

(2.21) 121<3 114 ll. 
The same is true of the series 

(2. 22) w(z) =u, + Zu,e\s® 

SEN 

obtained from (2. 20) by substitution of (2. 19), multiplication of exponentials according 
to exp (N, Qz) exp (N, -Q2z) =exp((N,+ N,):2z), and combination of terms, 
consolidating all those for which (N, + N,) : 2 = 0 into the one term “ The function 
w satisfies the equation 


(2. 23) 0-1+5|2]a@ 


and the coefficients u, can be obtained in a recursive way by substituting (2.19) and 
(2.22) in (2.23). One obtains for {EN 


a 2 a 
(2. 24) „= z|2l2 114 e, Na + N=N, 
(r,8) 


where the sum is extended over all the r, s for which N, + N, = N,. Comparing (2. 24) 
with (2.17) one concludes that 


(2. 25) Io. || s | ze ü,,tEN. 
0 
Thus, the series (2.18) is dominated by that in (2.22) and its absolute and uniform 
convergence is proved. 
We now form the sum 
(2. 26) 34A,U,(T), (N, +N,)'2=0 
(r’,#') 
extended over all those r', s’ for which (N „, + N,) 2 = 0, and conclude from the above 
arguments that this sum is convergent. From the construction it follows that (2. 8) is a 
fundamental solution of (2.1) if T is a solution of the determining equation 
(2. 27) T— A,—AzA,U,(T) =0 
(r',s’) 
satisfying condition (2.43). This equation has, for A=0, the solution T= A, and 
a nonvanishing Jacobian. Thus is has, for all sufficiently small A, a unique solution 7 
satisfying (2.13) and such that lim || 7— A, || = 0. Since the constructed U is in 
2>0 


P(2,B) so is AAU— UT+ AAU. Because of equations (2.10) and (2.27) the last 


expression is the termwise differentiated expansion of U. Thus T EP(Q,B) and 


W=DU exp (Tz) is a fundamental solution of (2. 1). It remains to prove U! E PB(Q,, B). 
We consider the adjoint of system (2.4) 
dw = m 
(2. 28) u Ay w— AA*(z) w 
for w as a function of the complex variable z, the conjugate of z. Here A%, A*(z) are 


the conjugate transposes of A,, A(z). Since A*(z) € P(Q,, 8) and the characteristic 
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values of — A% are —o,,...,— 0.” condition (2.3) is identical with the analogous con- 
dition for (2. 28). Thus, system (2. 28) has, for sufficiently small A, a fundamental solution 
of the form U,(z)exp(7,z) with U, € B(2, 8). From the determining equation (see 
(2.17) and (2. 27)) it can be concluded that 
(2. 29) T,=—T. 
From the general theory of linear differential systems it is known that 
(2. 30) (U, (2) e?")* U(z) e”” 
is a constant nonsingular matrix. Since U exp (7z) may be multiplied by any nonsingular 
constant matrix we may assume that (2. 30) is the identity matrix. Using (2. 29) we find 
(2. 31) U? (z) U(z) =1, 


where U#F(z) € B(2,, ®B). Thus, U has an inverse U-! = Ufin ®(Q2,, 8) if A is chosen 
so small that a convergent expansion is obtained both for system (2. 1) and its adjoint 
(2.28). (The existence of UEB(Q, 8) could also be concluded from the expression 
for the inverse of a matrix and the remark about reciprocals in Section 1. However this 
would require a different restrietion on A). This completes the proof of Theorem 2. 1. 


We give an explieit form to the recursion (2. 17). For t = (1), (2),... it gives 

(2. 32) U,„=M1M,A,s=12.... 
If s + (1), (2),... then (2.17) is applied again to U,, and this is repeated until no U, 
is left. One obtains 

(2. 33) U = KT ZAT A, 


fı 8 


(r,s) 


where 


Na + N ” Be r N ey Zu Nr 5 € N 
Nat’ +Ng=N SEN 


(2. 34) 
and the sum in (2. 33) is extended over all r,,...,7,, Sy» --.,5, (1) for which (2. 34) 
holds. From the first of the equations (2. 34) it is seen that 

(2. 35) = f(r)=|N, |. 

If the fundamental solution W is replaced by W' = WC where the constant matrix 
C is so chosen that 7’ = C-!TC is in canonical form then one obtains a fundamental 
solution 

(2. 36) W' = U’(z) e”* 
of (2. 1), where U’ = UC € B(2,, ®B) and 7’ is a constant matrix in canonical form. 


Thus it follows that there are complex numbers r,, T,, . . ., 7,, nonnegative integers 
N, Ny,...,M; with nn tnz + +n,=n, and linearly independent vectors 


u,(2), . . ., un(2) in B(2,, B) such that 


zm—1 


u, (2) e"*, [zu,(2) + us(z)]e"”,..., (nn, Di u(2)+ "+ u) et", 
(2. 37) 
U,_n,+1(2) er, [zu,_2,+1(2) + u n—n,+2(2)] er, ... 


n—1 
zu | er? 


(nm — 1)! Un—ny+1 (2) r Pole +u,(2) 
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form a fundamental system of solutions of (2. 1). The numbers r,, .... ., 7, (not necessarily 
distinet) are the characteristic exponents of system (2. 1), the integers n,,..., rn, are their 
multiplieities. As A>0 each of the r, converges to one of the o, (the characteristic 
values of A,). 


3. Redueibility, Uniqueness. 


The factor U of the fundamental solution W = U exp (Tz) for system (2. 1) satisfies 
the differential equation 


(3.1) T +UT=AU+AAL)U. 


If we make the substitution 
(3. 2) w= Uv 
in (2. 1), replacing w by v, then using (3. 1) system (2. 1) becomes 


dv 


(3. 3) L 


= IV. 
Thus, (2.1) is reduced to a system with constant coefficients. We say, system (2. 1) is 
‚ dv 
’ dz 
U-! are in B(2,, B). (For the general concept of redueibility see Liapounoff [7], Erugin 
[2]). The content of Theorem 2.1 can now be stated as follows: 

I |N-2+,—0,|25>0 for r&N and i,j=1,...,m then system (2.1) 
is reducible B(2,, B) for all sufficiently small }. 

The reduction process may be carried out in steps. Assume A,, A, € B(2,, B) and 
consider the system 


“reducible B(2,, B)”. This is to indicate that, in the substitution w = Uv, U and 


(3. 4) 2 = A,l2) w + AA,l2) w. 


Suppose this system is reducible B(2,, ®) for A = 0; that is, there exists a fundamental 


en A,w, with U, and U,' in B(2,, 8). 


solution W, = U, exp (T,2) of the system = 


Then put w = U,v and (3.4) becomes 


(3. 5) . — Tv + AUZIA, Up. 

Since U,!A,U,& B(Q,, ®) there is, for sufficiently small A, a fundamental solution 
of (3.5) of the form V= TU, exp (7,2) with U, and U,'! in P(2,, ®) provided 
IN, 2+09,—0o, | >6>0 for r&N. o, being the characteristic values of 7,. The 
resulting W = U,U, exp (T,z) is a fundamental solution of (3.4), with U,U, and 
(U,U,)" in P(2, B)- 

The question arises as to the uniqueness of the characteristic exponents T,,..., Tı 
and their multiplieities n,,..., 7, in the representation W = U exp (Tz) of a funda- 
mental solution. Here it is assumed that U and U-! are in B(2,, ®) and that 7 is in 
canonical form. Of course only relative uniqueness, “uniqueness modulo 2,” can be meant 
here. Indeed if w,,..., ®; are any numbers in 2, such that —o,,. .., —oı arc also in 
2, then let E(z) be the diagonal matrix whose first n, diagonal elements are exp (w,2), 
next n, diagonal elements are exp (®;2), etc. Then E-!(z) exp (Tz) = exp (T’z), where T’ 
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is like 7 with 7; replaced by , — o;, (i =1,...,!). Thus W'= U’ exp (T'z) is also a 
fundamental solution and U’ = UE, U’-1 = E-!U-! in ®(2,B); the new charac- 
teristic exponents r, dıffer from the r, by ®, € 2,. We show that this is the only am- 
biguity in the characteristic exponents in the case where the functions in B(2,, ®) have 
unique expansions. This isto mean: Ifthe o; are distinet numbers of 2,, if & a, exp (0,2) =) 
: 

the sum being absolutely and uniformly convergent in B, then , =, = '''=(, 
We prove 

Theorem 3.1. /f the functions in B(2,, B) have unique expansions then the charac- 
teristic exponents of system (2.1) and their multiplicities are unique modulo 2,. 

Proof. Assume Uexp(Tz) and U’exp(T’'z) are both solutions of (2.1) witlı 
U, U-, U’, U! in B(2,,%B) and 7, T’ in canonical form. Then there exists a non- 
singular constant matrix C such that 

3.6) U’(z) e”’ = U(z)e” C, 
hence 


U '(z) U'(z) cc"! = ee T'z .Tz 
Therefore E = exp (— T'z) exp (Tz) € PB(2o; B), and since the derivatives of U,U' 


dE u rn 
are in ®B(2,%B) we also have j EP(2, ®B). Suppose r,, r; are the characteristi« 
dz 


numbers in the j-th diagonal position of T, T’ respectively. We have 
EM = exp (, — t;) zE P(Q,, ®) 


and because of the uniqueness of expansions 7, — r; € Q,. In the same way it follows 
that U! — r,€Q,. Let n,,n; be the multiplieities of r,, r, respectively, and assume 
n, < ni. Then there is a number n < n; such that the n-th column of exp (Tz) contains 
only one nonzero element, exp (7,2), in its n-th row. Since the element in the (n + 1)-th 
row and n-th column of exp (— T’z) is —z exp (—r;z) we obtain 


Er+1m — —z exp (r, — 71) E P(Q, B)- 
Thus, z € P(2,, B), say z = Ya, exp (©,2), where the ®, are distinet numbers in 2,. 
k 


Since we can differentiate termwise we also have 1 = X a,w, exp (©x2), which con- 
tradiets the uniqueness of expansions in B(2,, B). Thus n, 2 n|, and since the opposite 
inequality follows in the same way, we have proved n, = n;. The same argument is 
valid for the multiplieities n,,...., 2, and the proof of Theorem 3.1 is complete. 


4. Partieular Exponent Sets. 


We observe that if both r,,..., 7, and r/,..., 7, are characteristic exponents of 
system (2.4) then, by Theorem 3.1 , — tz € 2, and ; — rz€EQ,(i =1,...,!). This 
is due to our assumption that in the representation W = U exp (Tz) of a fundamental 
solution both U and U-! are in B(2,, B). A consequence of this is that E N, Q +0 
for r 21 then the characteristic numbers are unique in the absolute sense. 

The hypothesis N,-@ #0 for r 21 has other important implications. Since in 
this case N consists of 0 only, the determining equation (2. 27) becomes simply T— A, =. 
Thus the characteristic exponents coincide with the characteristic values of A,, no matter 
what A is. If, moreover, | N, 2 |> oo as r>oo then the expansions of Section 2 converge 
for all A, so that there is no need for a parameter in system (2. 1). More precisely, we have 
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Theorem 4.1. /f the set 2, has no finite limit point and 
(4. 1) N, 2+09,—0, #0, r21;i,j=41,...,m, 
then the system 


dw 
4.2  - 
(4. 2) z 
with AEP(2,, ®B) has a fundamental solution of the form W = U exp (A,2) with U and 
U in B(2,, ®). /f moreover the functions in P(2,, B) have unique expansions and 
W= U exp (Tz) is any solution of (4.2) with U and U-! in ®(2,,®B) then T is similar 


to A,- 


= A,w + A(z) w 


Proof. Since T = A, is a solution of the determining equation and since for T = A, 
equation (2.10) with A = 1 has because of (4.1) a unique solution U,=T,y A,U,, 


(r,s) 


all that remains to be proved is that the expansion (2. 8) converges for A = 4 absolutely 
and uniformly in ®. By hypothesis we have |N,-2|> oo as r—> oo; hence, we can 
choose r, so large that 
(4. 3) N, 2+,—0,|22||A ||, r2r,; ,j=4,...,m. 
1 


Then, following the proof of Theorem 2. 1, it is seen that |7', | < = IA ||forı > r, and 


that expansion (2. 8) converges. This completes the proof of Theorem 4. 1. 


We observe that the hypothesis | N, @ |> oo asr > oois implied by the assumption 
that the set 2 has no finite limit point and lies in an open half-plane. Under this assumption 
the equation &, +, =@, (0,,0,@,€2,), ©: fixed, has but a finite number of solutions 
©, @,, and the straightforward method of substituting the expansion U (z) = ZU, exp (w.2) 
— where the sum is extended over all the distinet &, € &, — in the equation 

dU 


(A. 4) zT ADdU+AU— UA 


and of comparing coefficients leads to a sequence of finite algebraic systems for the 
coefficients U,. This result or other essentially equivalent to it seem to have been known. 
If the set 2 does not lie in a closed half-plane then 2, is either dense in the complex 
plane or 2, is discrete. The first case violates condition (2.3) no matter what the 
characteristic values o, of A, are; it is excluded here. In the second case 2, is the lattice 
0 a? 


of points {v, of + v30@3} where w}, ©; are two complex numbers with nonreal ratio ——, 
ie : 9, 


and »,, », run through all the integers. For this case we prove 


Theorem 4. 2. /f the set 2, is the lattice {yo + »0%; 9,» =0, +1+2,...} 
then system (2. 1) with A € B(2,, ®B) has, for all sufficiently small A, a fundamental solution 
of the frm W = U exp (Tz) with U and U-! in B(2,, DB). 

Proof. Let R be a diagonal matrix whose characteristice values are in 2, and which 
commutes with A,. The substitution w = exp (Rz) v transforms system (2. 1) into 


d 
d 


Since exp (— Rz) A(z) exp (Rz) € ®B(2, ®), Theorem 2. 1 applies to (4. 5). If 
V=ÜU'’'exp (Tz) is a fundamental solution of (4.5) with U’, U'MEB(2, B) then 
W=Uexp(Tz) with U = exp (Rz) U’, U-= U’-texp(—R:z) in PB(2,B) is a 
fundamental solution of (2. 1). We show that AR can be so chosen that condition (2. 3) is 
satisfied for system (4.5). 


(4. 5) 


4 = (A,— R)v+ der A(z) e®v. 


23* 
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Let the disjoint index sets /, J be so chosen that 


5 — 0, = o; for iel, jeJ 


(4. 6) — 0, #0 (mod Q,) for (i, j)EIxJ 


where w; € 2,. Let R be the diagonal matrix with component ®; where A, has o;(t € 7), 
all the other components being 0. Then if o,, . - -, 0m denote the characteristic values of 
Aon—R it is easily verified that ; — 0; =0 ifiEI, jEJ and 5; — 0; = (0 (mod 2,) 
otherwise. Thus 


(4.7) o+%—0; +0 for wEeQ, ® #0; i,j=1,...,m 
and condition (2. 3) is satisfied for system (4. 5). This completes the proof of Theorem 4. 2. 


The restrietion to small values of A in Theorem 4. 2 can also, to a certain extent, 
be done away with. Let A,, A,, ... be a sequence of values of the parameter A for which 
Theorem 4. 2 holds, and let A, = lim A, be a value for which Theorem 4. 2 does not hold. 
Let W, = U, exp (T,z) (v»=14,2,...) be fundamental solutions corresponding to 4,, 
chosen so that 7‘, is in canonical form. By modifying U,, if necessary, one can arrive 
at 7, all of whose characteristic values lie in the parallelogram with vertices 0, o}, wo}, 
@) + w®. Thus a subsequence of the 7, converges, we may assume 

(4. 8) im 7, = T,. 

By multiplying, if necessary, U,exp (7,2) by a constant factor one can attain 
IU,||=4(» =1,2,...). Then a subsequence of W,(z) = U,(z) exp (T,z) may be 
chosen — let it be denoted by W,, W,, . . . again — such that the sequence W, (0), W,(0),... 
converges. It then follows from the general theory of linear differential equations that 


(4. 9) lim W,(z) = W,(2) 
uniformly for z€ ® and that W, is a fundamental solution of (2. 1) for A = 4,. Equations 
(4.8) and (4.9) imply 

(4. 10) lim U,(z) = U,(2) 


uniformly for z€ ®. Since W, is nonsingular the same is true of U,, and by (4. 10) 
(4. 11) lim U-'(z) = U,'(z) 


uniformly for z € ®. In general, (4. 10), (4. 11) do not imply that U,, U, ' arein P(2,, B)- 
However if they are, or if U, Us'€ a 3), where B’<%, then substitution of 
w= U,v in (2.1) gives 

(4. 12) = — Tv + (A— A) Uz"(z) A(2) U,(z) v 
and this system has, by Theorem 4.2, for | A— A, | sufficiently small, a fundamental 
solution of the form V = U, exp (7,2) with U,, UT'E P(2,, 8). ThenW = U,U, exp (7,2) 
is a fundamental solution of (2. 1) with U,U, and (U,U,)-!in B(2,, ®), valid for A values 
beyond those for which Theorem 4. 2holds. 

Another noteworthy special case of system (2. 1) is where the matrix A, commutes 
with the matrices A,, r Z 1. Then if we can show that the solution 7 of the determining 
equation commutes with A, we find from (2. 10) that both A,U, and U,A,(t EN) satisfy 
the same recursion, hence A,U, = U,A, and A,U = UA,. The operator for I’, becomes 











Golomb, On the Redueibility of Certain Linear Differential Systems. 181 


in this case post-multiplication by the matrix (N,-2 + T— A,)-! and condition (2. 3) 
may be replaced by |v| 2 öd (w € 2,, ® + 0). When the expansion (2. 33) for U,(T) is 
substituted in (2. 27) it is seen that the determining equation is a power series in 7 with 
coefficients that are power series in A,, A}, As,.... Therefore, the solution 7 can be 
written as a power series in A, A], A,,... and it follows that TA, = A,T. We have 
proved 

Theorem 4. 3. /f O0 is an isolated point of 2, and A,A, = A,A,(r Z1) then 
system (2.1) with AEPB(R2,,B) has, for all sufficiently small A, a fundamental solution 
W = Uexp(Tz) where U, UNEePB(2,B) and A,T = TA, A,U = UA,. 


5. Speeial Cases. 


We exhibit a few simple special cases where the hypotheses of the above theorems 
are satisfied. The ensuing conclusions are, in several cases, known. 


1. B is the real axis; 2 consists of io, —io(® >0). Then B(2,, B) is the class 
of periodie functions of the real variable z = x possessing period = and absolutely and 


uniformly convergent Fourier expansions. System (2. 1) is of the form 


en Aut+i 3 Ad" w. 


dx Mer. Pi 


(5.1) 


There is no restietion on the characteristie values o; of the matrix A, if the substitution 
w= exp (Rx) v» mentioned in the proof for Theorem 4.2 is made use of. Also, the 
restriction to small! values of A is unessential as the remarks following Theorem 4. 2 show. 


2. Bis the real axis; 2 consists of the numbers iw,, i®,, .... where ®,, ®,, . . . are 
real numbers bounded from one side and having no finite limit point. Then ®(2,, ®) 
is a class of almost periodie functions of the real variable z = x having absolute and 
uniformly convergent nonharmonie Fourier expansions. Here Theorem 4.1 applies so 
that there is no restrietion on A. The system is of the form 

(5. 2) un = A,w + A(r) w, 

dx 
the components of A(x) being almost periodie functions of the above class. Each solution 
is a linear combination of functions of the form x* exp (tx) u(x), where u(x) is an almost 
periodie function of the above class and r is a characteristic value of A, (for related 
results see Putnam and Wintner [11 ]). 

3. Bis the half-line — oo <Rez=<0, Im z = 0; 2 consists of the positive numbers 
01; 0%... which have no finite limit points. With the transformation exp z = x, P(2,, ®) 
becomes the class of continuous functions of the real variable x defined on O0 <r<i1 
and having an absolutely and uniformly convergent expansion in nonnegative integral 
powers of x%, x®,.... Theorem 4. 1 applies again. The transformed system is of the form 


dr 


(5. 3) er. A,w +( 242" "Je 


r21 


where P denotes the sequence o,, 03, . . .. Each solution is a linear combination of functions 
having expansions of the form x’(log x)* Za,x”r”, where r is a characteristic value 
of Ay. 
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4. ®B is the rectangle loga < Rez <logb, O0 <Imz<2n; R2 consists of the 
numbers 1, —1. With the transformation exp z = £, ®(2,, ®) becomes the class o! 
functions analytice and single-valued in the ring a<|{|<b and having Lauren! 


+ © 
expansions $ a,{’ converging absolutely and uniformly in this ring. The transforme:l 
r=—o® 
system (2.1) is of the form 
’ „dw SEE 
(5. 4) e— =A,n tAl 3 A,U]w 
d? I 


and condition (2.3) 5 5 — 0, #k(i,j=A,...m; k=1,2,...). As shown in the 
proof of Theorem 4. 2, this condition is not essential and can be disposed of by a simple 
substitution for w. Also the restrietion to small values of A can be eircumvented by th« 
continuation process described in Section 4. Each solution is a linear combination oi 


+ © 
functions having expansions ofthe form {* (log £)* 5 a,{”. Whereas the formal expansions 
r=—o 
of the classical theory in the neighborhood of irregular singularities are in general divergen! 
(asymptotically convergent), the expansions obtained here are convergent. 
To illustrate this important point we give two examples. 


Example 5.1. Consider the differential equation 


Er „dw hs 
(5. 5) CE U +2) w 

near the singularity of the second kind £ = 0. We seek a solution having the expansion 
(5. 6) w=1+, u,Er®, 


reN 


anticipating that the characteristic exponent is r=0. We order the pairs N, of nonnegative 
integers so that N,=(k,n—k) where r=!In(n+1)+k(k=0,1,..,n;n=1,2,...) and 
N,:2 = —n +2k. The recursion formula (2.17) becomes u, =1, u =u,=0 and 
fen=23,... 
[2u,0- 930-142 + 2u, 0-90 1)+8—2 
frrk=2,...,n—2;k+1n, 
ZU, n- 23m +k for k = 0, u 
u, m 9m n4r—m for k=n—IA,n. 


5.7) (—n+ 2%) uum+1+4r= 


The index k = $n is omitted so as to exelude the u, with re. It is readily seen 
that the w’s in (5. 7) with n odd or — 4n + k odd are 0. Using this fact, (5. 7) may be 
rewritten as 


1 
r —2m(m +1) 
forr=m(2m +4) +2,...,m(2m +4) +2m—2;r #2m(m-H), 


(,_1041 + &-ın-ı); 


(5. 8) u, =: 1 f N ) 4 
a ee Meran), 
1 


for r = m(?2m + 1) + 2m, 





| = Im(m + f) Ur_im+1» 
form =1,2,...; all the remaining u, are 0. 
One observes from (5. 8) that for m =1,2,... 


Uym(2m +1) +2k — Uymlm +1)— 2k 3 k=1A,...m, 


(5.9) 


U (m+ 12m +1) +28 17 — Uym+1) (2m +1)— (2k—1)) kel,...„m+1. 








W 


w 
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From the second of these relations it follows in particular that the sum in the determining 
equation (2.27) vanishes, which verifies the solution r = 0. 
We have established the expansion 


1 ü gen e Ko a a 
w=1+ 11 u Ze +5] u u +3 ++ tr 


(5. 10) 1 
ta @+8t+8tH+ a + ET 
It is an expansion of the solution w = a-! exp (£? — £2) of (5.5), where 
(if 
a=2 
x2o (kl)? 
is the constant term in the expansion 5 2 (22 — 22) of exp (? — 2). 
k2zofk: 


Example 5.2. In this example we consider a system where the solution of the deter- 
mining equation depends on A. We start with tbe quite general equation of second order 


= eu, „du t 
(5. 11) &2 ur STE = o8u + 240 ( 2 uo=0 
r — © 
h ie a) ds e „ du 
which on substitution of 2w”’) = ou-+{L de’ 2u = m—L FT: becomes the system 
* dw ä 
(5. 12) E Zu A,w+ 4 (: 5 bu) A,w, 
r=—o 


o 0 ı 1 
da 4-0.) A=(4_): 


We assume here «o #0, +1, +2,..., although this hypothesis corresponding to con- 
dition (2. 3) could be dispensed with by a modified procedure. We determine a fundamental 
solution W with eonvergent expansion about the irregular singular point Ü = 0, 
(5. 13) W=(U,+ 8 U,LN®) LT, 
SER 
where we choose for 


a oe— 1 0—y 
(5. 14) u-(,2 0, ” 

so as to obtain 7 in diagonal form, with characteristic values r,, 7,. This setup will be 
justified by the result. The exponents N, - 2 in (5. 13) are integers x + 0; the matrices 
A, of (2.7) are here all of the same form, A, =a,A, if x =N,:2. The operator I’, 
by which the matrix (u,,;) is obtained from the matrix (v,,) (ti, j = 1,2) — see (2. 15) — 
is defined by the relations 


(5. 15) hen 7 —, tn Un L n En 
v.. FE va a * Fr > 
where x = N,:2.To illustrate the result of the expansion (2. 33) we calculate 
1 1 
(5. 16) PR Se . ie 


*+ 7, —c0 st na — co 


TAU) = 40: ( fı(®) hin) 


— fı(#) — fe(#)), 
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where we have introduced the abbreviation 
(5. 17) fi(x) = 


In this way one obtains the expansion 


(5. 18) W=IU,+ Z(240)t" ga,a,...a,,,L” 


| jaı (x) Kara 
Mate het at ta) ft het mt + \] fen 
»+ nm —o »+1%—0 ll 
he +) ha tat to) hate) hatt +9) 0 Er 
—(x*+1r, +0) —(2*+7+0) / 


Each x; in the sum is a positive or negative integer and the sum $& is extended over all 
(x) 
systems (%, %, -- -, #41) for which 


+++ +m +0, 1<isj, 


(5. 19) 
xt at %s+° + 4 =. 


These conditions correspond to (2. 34). Since 


2 2 2 2 
y— 0 3 —0 
dh dd 


(5. 20) 0.7 —- AU,» ( 


the determining equation — see (2. 27) — becomes 
n—e 7 — 0” n j41 9 ae 
(5. 21) ( y . 2 ) P3 (2Ao)i+! Sa,a a 


( hl) hlataet+t +) la) sata +‘ + = 
— Al) hatat +) Il)’ Aka tat‘ +)” 


where each x; is a positive or negative integer and the sum $ is extended over all systems 
(*) 
(#1, - - -, #41) for which 


tat ru #0, 1sSızsj, 
ıt%at ‘+ %rı>=0. 


Equation (5. 21) shows that the assumption that 7 is diagonal with characteristic values 
T,, 7, is justified. The matrix equation (5. 21) may be replaced by the one scalar equation 


5.233) ?— 0 — z(2do)t! Sa,a, a, Ma) Matat+t'+)=0, 


x: 
j21 j+1 


1 


where f(x) = 5. The two roots 7 = r,, r, of (5. 23) which converge to + o, 


(«+ Do 
— co as A>( are the characteristic exponents of W. (5. 23) together with (5. 18) gives 
the complete solution of system (5. 12) and equation (5. 11) (for a similar solution of 
Mathieu’s and Hill’s equations see Golomb [5]). 
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Bemerkungen zu den allgemeinen Dedekindschen Summen. 


Von €. Meyer in Hamburg. 


Die speziellen Dedekindschen Summen treten erstmalig in der von R. Dedekind 
[1] aufgestellten Transformationsformel auf, die das Verhalten des Logarithmus der 
Funktion n(r) = Ya) gegenüber Modulsubstitutionen beschreibt. Entsprechend treten 
die allgemeinen Dedekindschen Summen erstmalig in derjenigen Transformationsformel 
auf, die das Verhalten des Logarithmus der f-ten Teilwerte der Kleinschen o-Funktion 
gegenüber Modulsubstitutionen beschreibt, und zwar handelt es sich dabei genauer um 
Substitutionen aus der Hauptkongruenzgruppe f-ter Stufe. Die genannten Transfor- 
mationsformeln und damit die Dedekindschen Summen spielen in den Klassenzahl- 
untersuchungen des Verfassers [3] eine wichtige Rolle, indem sie zur Bildung von elemen- 
tar-arithmetischen Klasseninvarianten reell-quadratischer Zahlkörper Anlaß geben, eine 
Tatsache, die für quadratische Formen ebenfalls von H. Rademacher [5] bemerkt worden 
ist. Durch Charaktere linear kombiniert liefern diese Invarianten dann Ausdrücke, deren 
Produkt für die total-imaginären Klassenkörper zu reell-quadratischem Grundkörper 
das Analogon des ersten Klassenzahlfaktors von Kummer im Fall der absolut-abelschen 
Zahlkörper darstellt. Hierin wurzelt die Bedeutung der Dedekindschen Summen für die 
algebraische Zahlentheorie. 


In Band 198 dieses Journals sind nun die Dedekindschen Summen, losgelöst von 
ihrer funktionentheoretischen Herkunft, vom Verfasser [4] besonders in Hinblick auf 
die Anwendungen des näheren untersucht worden. An die Arbeiten [3], [4] des Verfassers 
anknüpfend hat sodann kürzlich U. Dieter in Band 201 dieses Journals ganz allgemein 
das Transformationsverhalten des Logarithmus der Kleinschen o-Teilwerte gegenüber 
beliebigen Modulsubstitutionen festgestellt und dabei das Reziprozitätsgesetz für die 
allgemeinen Dedekindschen Summen entdeckt, welches das wohlbekannte Gesetz von 
Dedekind verallgemeinert. Dieses allgemeinere Gesetz erweist sich wieder bei den An- 
wendungen in Funktionentheorie und Arithmetik als das zentrale Theorem der ganzen 
Theorie. 


Im foigenden wird nunmehr eine Neubegründung der Dieterschen Ergebnisse 
gegeben, soweit sie das Reziprozitätsgesetz betreffen. Es gelingt nämlich, die von H. Rade- 
macher [6] stammende Cotangentenformel für die speziellen Dedekindschen Summen zu 
verallgemeinern. Hierauf gestützt wird es dann möglich, die allgemeinen Dedekindschen 
Summen auf die speziellen Dedekindschen Summen sowie auf gewisse einfacher gebaute, 
nach Eisenstein und Stern benannte Summen zu reduzieren. Auf Grund dieser Reduktion 
ergibt sich ein neuer Beweis des Dieterschen Reziprozitätsgesetzes, der wesentlich auf 
dem einfacher zu beweisenden Dedekindschen Reziprozitätsgesetz beruht. 
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1. Es sei a,c ein nicht-verschwindendes, ganzzahliges, teilerfremdes Zahlenpaar. 
Hierzu gehört die spezielle Dedekindsche Summe [1], [4] 


(1.4) ded= 2 P(**) P(£). 


a mod ce c 
Sie ist mittels der modulo*+1 periodischen Funktion 


(1. 2) Pla) =2— [2], = Ri) —; 


gebildet, welche das erste Bernoullische Polynom .— über das Intervall O<zx<i 


hinaus periodisch fortsetzt. In der Definitionsformel (1.1) ist die “ummation über ein 
volles System von Resten # mod c unter Auslassung von Null zu erstrecken, was durch 
den Strich am Summenzeichen angedeutet sei. 


Die wichtigste Eigenschaft der speziellen Dedekindschen Summen äußert sich darin, 
daß sie dem folgenden von Dedekind [1], [4] entdeckten Reziprozitätsgesetz genügen: 


c 1 


1 
Da + — —-sgn (ac). 


(1.3)  sgne's(a,c) +sgna's(c,a) = Ta 4% 


a 
Det 

Es sei wieder a, c ein wie eben beschaffenes Zahlenpaar, ferner f eine feste natürliche 
Zahl und g, h ein ganzzahliges Restklassenpaar modulo f. Zu diesen Gegebenheiten gehört 
die allgemeine Dedekindsche Summe [2], [3], [#] 


BL Ai, (# 8 
(1.4) sınla, c) zu, Pl + een 4S). 
In dieser Definitionsformel ist die Summation über ein solches System von Resten u mod c 
zu erstrecken, die jeweils echt-gebrochene Argumente in den beiden Faktoren liefern; 
dies sei durch den Stern am Summenzeichen angedeutet. 


Die allgemeinen Dedekindschen Summen haben einfache formale Eigenschaften. 
So sind sie von dem Parameterpaar g, h wirklich nur modulo f abhängig, wie es sein muß. 
Und fürg=h=0 wird aus (1.4) der Spezialfall (1.1). Ferner ergeben sich durch 
Summationstransformation und unter Beachtung von P,(—x) = — P,(z) für nicht- 
ganzes x die einfachen Regeln 


(1. 5) S,n(a, —_) m: S,,-n(a, c) er, 0,n(Q, c), 
Sn(—a, c) = —8,-.(0, c) ze S_,,n(a, c), 
sowie 
(1. 6) S;(a + Ac,c) = 8, 7,+n(Q, €) für ganzes A. 


Die wichtigste Eigenschaft der allgemeinen Dedekindschen Summen äußert sich 
jedoch darin, daß sie dem folgenden von Dieter [2] entdeckten Reziprozitätsgesetz genügen 


(1.7) SEN C + Syn(a,c) + sgna Sı,(C, a) | 
REES) 
für g,h#&0, 0mod f; f >1. 


Hierin ist allgemein 


(1. 8) &(2) = 


0 für ganzes x 
4 für nicht-ganzes x 
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gesetzt. Ferner bedeutet allgemein 


(1.9) Px(z) = Rt{a) — Rla) +4 = Aula) +5 


diejenige modulo+1 periodische Funktion, welche das zweite Bernoullische Polynom 
re? — ı nr über das Intervall 0 < x <1 hinaus periodisch fortsetzt. 


2. Für die folgenden Entwicklungen benötigt man einige Hilfsformeln, die zunächst 
hergeleitet werden sollen. 


Es bedeute Z, irgendeine primitive /-te Einheitswurzel. Dann besteht die Identität 


(2.1) P + 


»” mod f en, 


wo p eine ganze Zahl ist und {p}, ihren kleinsten nicht-negativen Rest modulo f bezeichnet. 


Zum direkten Beweis dieser Formel, die sich auch durch Berechnung der Koeffi- 
zienten in der an sich feststehenden Partialbruchentwicklung für die rechte Seite sofort 
ergibt, werde vorübergehend |z | <1 angenommen. Dann ist 


—.. = 23,”—22 1 - 


» mod f [y2 » mod f xmodsi su 6 2 


-(1-e(4 Nr2 Er "2 2)" 


ie 


f » mod f 
Dear 
df)-nder 
-(1-e(A)) +17” 
=/ st: zo, _ ge (7 fz'Pr, 


was nun identisch für alle z mit ! +1 gilt. 


Ferner besteht für eine natürliche Zahl m die Entwicklung 

u Wis 
5 netten ZEN erh Sinne le Pe A ah EEE 2 ij m 
(2.2) —— pe + E (2— 1) +0 ((®—1)?) für z- #1, 


wo das Restglied O ((z — 1)?) eine bei z = 1 von mindestens zweiter Ordnung verschwin- 
dende rationale Funktion von z bezeichnet. 


Beim Beweis dieser Formel handelt es sich lediglich darum, die Koeffizienten der 
Anfangsglieder in der an sich feststehenden Laurent-Entwicklung 


= 4 +0 +0(2—1) + 0(@— 1%) 


z=—1l 2—1 


| 








We 


un 


wo 
hat 
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zu berechnen. Hier ist nun mit g(z) = z"-! + 2”? +... +41 


sea 
a gli) m’ 
e 
 d/(1 te te 
ala). 8 mi ar ar 7 
1@ ( I EB A. a 
u ze\g@)).-ı 2 g’(1) 
m.’ 4 ’ . 
- (2)-3 ((m — 1) (m — 2) +: +2-1)m 
- m? 
e ® 4 ((m—A) m(2m —1) (m — 1) m 'm\? m 
2)-31| 6 _ a m? —1 
. m? £ z m? 42m ’ 


wie in (2.2) behauptet. 


Schließlich besteht für eine natürliche Zahl n die Entwicklung 
(2.3) = A1+ß@—1)"=1+n(2—1)+ (2) (2 —1)?+0((2—1)°), 


wo das Restglied O ((2— 1)?) eine bei z = 1 von mindestens dritter Ordnung verschwin- 
dende ganze rationale Funktion von z bezeichnet. 


Aus (2. 1) sowie (2. 2), (2.3) erhält man nun durch Bildung der Differenz 
Gz+i1 
3 1 — 


FH„ 
»modf S7 2—1 


z+1 


pn Be 
&r z—1 


und nachfolgenden Grenzübergang z3— 1 die Formel von Eisenstein [4] 


ee 22 


2.) ee 
2f »mod f G—i , 


"m=P, 5: für p & 0 mod f. 
Hierdurch werden die Teilwerte der Funktion P,(x) als Interpolationswerte des tri- 
gonometrischen Polynoms 


2ni 


-% 
1 a e ! +1 — Pair 
7, w Er 
“=1 e / Wu 


dargestellt. 


3. Durch Anwendung von (2. 4) mit dem Nenner cf statt f erhält man nun für die 
allgemeine Dedekindsche Summe in (1.4) zunächst die Darstellung 


1 
(3.1) S.n(a, ce) = E 3 Jg 7 


rn BZ 

_ >ef r i > ” 1 — (afu +6) — (u+g)A 

2» Ps , 
4c f au mode x,A mod ef 4 1 Gef 


wo hier und im folgenden ag+ch=G gesetzt ist. Zur weiteren Umgestaltung von (3. 1) 
hat man die Einheitswurzelsumme 


5* em u 5* Be (ax + A)u 
e >c 
a mod e u mod c 
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zu berechnen. Nach der Bedeutung des Sterns * in der Definitionsformel (1. 4) ist offenbar 


ze m"_q für g,h=0,0 mod /, 


a mod e 


5* er DR 5} u («(#)-1) + (.()-1) ce tm 
u mod ec se f ec 
für g,h=#0,0 mod f, 


wobei sich zuletzt, falls / |G gilt, der Ausnahmewert u, aus der Kongruenz 
Alto FR. n =() mod c 


bestimmt. Also ist endlich 


| 0—1, wenn aa+Ai=0 we für g,h=0,0 mod f, 


|e|—1, wenn ax+4=0 mode 





5* $, (e+ Au __ | 0 + («(#)-1) + («(7)-4) Br Due wenn ax + )=0 mod } 
au mod ce 
le| + («(#)-) + («(7)- 1) £, (+9, wenn ax + A=0 mod | 
für g,h=#0,0 mod f. 
Wegen 


! ri / at 


” 1 = 0 
” mod ef 1 A mod cf 1 








ergibt sich somit aus (3. 1) die vorläufige Formel 


1 „+1 +1 
(3. 2) $ (a, ce) = — ek ! ea se ren, 
” 4lelf »amag I4— —1 u—1 1 
ax +A=0mode 





Setzt man nun hierin «=cu+o,A=cv+o an, wo u, r bzw. 0,0 je ein volles 
Restsystem modulo f bzw. modulo c, etwa jeweils das kleinste solche, durchlaufen, so ist 
die Summationsbedingung ax + A =0 mod ce mit oa +o=0,0=o(p) = —ao mod c 
gleichbedeutend. Hiernach wird weiter 
E v1 G®+ y y 
(3.3) S,n(a, ec) = > By ar ii ge 
4| |e| ıf a,» modf emode Gr —1 a 9 j ö 

wobei der Strich am inneren Summenzeichen andeutet, daß für « = 0 oder » = der 
Wert o=(, also auch o(o) = 0 auszulassen ist. Nimmt man in der Darstellung (3. 3) 
die von oe = (0, o(o) = 0 herrührende Teilsumme vorweg, so ist dieser Beitrag zur Dede- 
kindschen Summe gemäß (2. 4) 


ee 
u Te elle )aep, (2) P,(Z). 
a mod f % —1 ZZ 2, v1" u ® f . j j ' f . f 


Ferner ist gemäß (2.1) für o + 0, o(eo) #0 











GE Cu _ [a4 + ei} (7) 

wi 5 1— ei@}; 
u mod f % . Tr ni ee —1 Ce f I ’ 

, + _ wi. (e){0) & | zrotolie) 
vmods &y aa tz co_4 8 a e(F)ie . 








sie 
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Unter Beachtung der Gleichungen G — {G}, = A| I, 8-8}, = Fr sowie der Kon- 


gruenz o(o) =—-ao mod c ergibt sich nunmehr bei wiederholter Anwendung der Eisen- 
steinschen Formel (2. 4) nach leichter Zwischenrechnung aus (3. 3) die endgültige Formel 


0 ag 21-4210. 
(3.4)  Syn(a, €) EHE. 23 ‚ri rl 2 ([7] [5] ) 





































f 
un ln un 
ee N; ) 
DRS RUKDe 
mit G=ag+ ch, aa-! =1 mode. 
Normiert man g gemäß 0 <g <f, so erhält man hieraus die einfachere Darstellung 
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mit G=ag+ ch, aa-! =1 mod ec. 
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Diese beiden Formeln (3. 4), (3.5) sind in Hinblick auf die trigonometrische Schreibweise 
des Summenausdrucks 


‚+1 ae „ (E]-E9e 


1 
4|e| oe mod e ce —1 e_ %e 


7aQ ., = 





‚\-[ile) 
als das Analogon der Rademacherschen Cotangentenformel [6] für die speziellen Dede- 
kindschen Summen anzusehen, in die sie in der Tat fürrg=h=0 mod fbzw.g=h=0 
übergehen. Da der vorstehende Ausdruck bei allen Automorphismen des Körpers der 
c-ten Einheitswurzeln invariant bleibt, ist er rational, was natürlich wegen der Rationa- 
lität von s,„(a, c) selbstverständlich ist. Es entsteht daher die Aufgabe, den fraglichen 
Summenausdruck in rationale Gestalt zu setzen. 
ag+tehl _ £|a- G -[$ 
f f f f 


sich jetzt darum, die im Körper der c-ten Einheitswurzeln gebildete Summe 
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0 2 eig 


le | oe mod e 


G 


4. Setzt man abkürzend a=k, so handelt es 























1 +1 +1 
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(4.1) s,(a, e) = 
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in rationale Gestalt überzuführen. Bezeichnet %k, den kleinsten nicht-negativen Rest 
von k modulo ce, so hat man im Kreiskörper zunächst die identischen Umformungen 











Mae Dr En pin nn ge BEE 
$. = ° PEN a TREE 
Ben el. a1 ale] em. a —1 @—1 
1 ri. 1 Ehe 
SER he __4 re 
A| er ra E 2| DRM —1 u | 
er at 
a —1 ee — 
N +1. 1 gu +1 | 
un en zig REN, i ben 1 ... (kk— 1)e 
ee al z ( ++ +4 ) 


1 +1 +1 


’ 





+1,28 1 


Trägt man hierin für. die einzelnen Summen vermöge (2. 4) und (3.5) mitg = h= (0 ihre 
rationalen Werte ein, so erhält man die gesuchte rationale Darstellung 


ne {k}, = 
62 = — zer) Alter )+ za #) + sia o) 
c le| u=1 \ 
mit (k,. = k,=kmodec,0<fk).<|e|, aa-!'=Aimode, 


die offenbar auch für k=0 modc, {k}. = 0 richtig ist. Damit ergibt sich endlich aus 
(3.5) für die allgemeinen Dedekindschen Summen die Reduktionsformel 


ana 


u=1 


BET ER RRU BR CRNT 
BE URGEHHEHRGE 


mitG=ag+ch, 0 <g<f, aa-!=1i mode. 
Hierdurch werden die allgemeinen Dedekindschen Summen s,,(a, c) im wesentlichen 


auf die speziellen Dedekindschen Summen s(a, c) = syo(a, c) und auf die sogenannten 
allgemeinen Eisenstein-Sternschen Summen [4] 


(4. 4) t2d, ce) = Zr), 9-1 


zurückgeführt. Gilt insbesondere a =1, ce =(0 mod f, so nimmt die Reduktion (4. 3) 
die folgende einfache Gestalt an 
1 k 1 g 
a 1 u; 2 SEE 2: 12 
6) 8000) = 51a) + a led z Pl) + Res) 
G Brei c 
f 


mit k = | ar 





diese Formel ist bereits auf andere Weise vom Verfasser [4] hergeleitet worden. 

5. Auf Grund von (4. 3) ist nun der Beweis des Dieterschen Reziprozitätsgesetzes 
(1.7) zunächst auf den Beweis des Dedekindschen Reziprozitätsgesetzes (1.3) zurück- 
geführt. Da offenbar s(—a,c) = —s(a,c) und s(a, —c) = s(a,c) gilt, genügt es, das 
letztere Gesetz lediglich für den Spezialfall a >0, c >0 zu beweisen. 
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Sei a,c ein beliebiges positives teilerfremdes Zahlenpaar. Die Einheitswurzel- 
darstellung (3.5) der zugeordneten Dedekindschen Summe s(a, c) = syo(a, c) läßt sich 
dann wie folgt zweckmäßig umformen. Es ist 


ı „ar 


Be "Pr ee er 
ı „am 1  , 1 wy 
u 77ER ers r ae Re ur 
ran E 1 
TE a d—-WU—E 
Hierin ist 
Mi EEE - Br; c—1 
ie TE ET 
Also hat man 
(5.1) wat! 2 - 


P2 - — 
4c c e mod e (1 — 8) (1 — 5°) 
Man führe nunmehr in naheliegender Weise die für |z | <1 holomorphe rationale 
Funktion 


1 
5.2 h(z) = 
m (2) aa (1 — £2°2°) 


ein. Durch Entwicklung in Potenzreihen erhält man hierfür zunächst 


emode \m=0 
© © © 
das B. - 1 + P; 2" ( P. ce") + 5 zen ( B- 2) + = zm Er B- rt) 
e mod e m=1 oe mod e n=1 oe mode J m,n=1 oe mod e . 


Trägt man für die vortretenden Einheitswurzelsummen ihre Werte ein, so wird weiter 


m=1 n=1 r=1 m-+ an 
m,nZ 


li ke BP} y 
er 


Für die Lösungsanzahl der diophantischen Gleichung m + an = cr bei festem r 21 
erhält man nun durch Abzählen die Formeln 











cr 
für atfr 
) a 
i zz i= 
di m-+an=er er .. 
2 m,n>1 2]: für a r. 
Ei a 
- Hierdurch wird 


h(z)=c+c Pr ®; 4 £ 


Er m=1 r=1 


Führt man hierin statt der nicht-periodischen Funktion [x] die modulo*1 periodische 


s © Funktion P,(x) aus (1.2) ein, so ist auch 

DI ü 2 cm al er a er vr co . aer +e c 

MG h(z2)=c+tc 32" + — yr2z"— — 32” —c 5 P,|\—)| 332 ee 2 
& m=1 a ,-ı 2 e=0 a /r=0 
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Stellt man schließlich die auftretenden geometrischen bzw. abgeleiteten geometrischen 


a—1 
co ’ 
Reihen in geschlossener Form dar, so erhält man wegen £P, (@) —=0() nach leichter 
o=1 


Zwischenrechnung die Endformel 


e® r) 1 c 1 e@ 


5; 1 “1 (co\ ze—1 
2.) Ma E a) A 2 ze 4 ” a Gy r°2 pP) en 1 


: zu__ 4 


Entwickelt man in dieser Identität die einzelnen Glieder der rechten Seite gemäß (2. 2), 


























’ : 1 i ’ ' 
so fallen in der Differenz k(z) — EN die polaren Bestandteile heraus, wie 
es sein muß, und man erhält hierfür die Näherungsformel N 
(5. 4) 2: — . nn 
o mod ce (1 a (82) (1 — 2 ) 
bac— a — ee —3a—1 “1 /co\e 
SE + ezp(, )e+0@—), j 
a 
wo das Restglied O(z— 1) eine bei z= 1 verschwindende rationale Funktion von : 
bezeichnet. Hierin ist nun 
.-: ine co 0 (t 
P2 P,( ;) -= 5 P,( ) P,(*) = $(c, a). 
e=1 a a e mod a a a 
Damit ergibt sich endlich aus (5. 1), (5, 2), (5. 4) 
0 a [6 1 1 
ER redete $ m 
D 
Dieses ist die Dedekindsche Reziprozitätsformel (1.3) für die speziellen Dedekindschen H 
Summen. C 
6. Für den endgültigen Beweis von (1. 7) kommt es im Hinblick auf die Reduktion di 
(4. 3) wesentlich nur noch auf die Berechnung der Summe 
e {k}. a! {k}a e-!y 
(6.4) 1slaı, |e)) + 1e, a) =& Per) +2 PT so 
„n=1 € | v-=1 @ I 
i G h 
mit k = | = Aland 
j f 
an. Auf Grund der einfachen Regeln (1.5) kann man sich beim Beweis von (1.7) und 
also auch bei der Berechnung von (6. 1) auf positive a und ce beschränken. Neben den 
Normierungen 0 <g <f, O0 <sh<<[ sei schließlich noch ohne Einschränkung a < c an- 
genommen, mit Gleichheit nur füra =c = 1. In (6. 1) sind a! und ce! in ihren primen 
Restklassen modulo ce bzw. modulo a noch beliebig wählbar. Man binde sie durch die 
Gleichung aa-! + ce! = 1 und wähle überdies a-! >0, dann ist wegen a >0, c >0 n 
notwendig c-! <0. Nun ist k = - ce + {k}. und hierbei gilt auf Grund der getroffenen 
Normierungen 
ost] festa]i] [erh] sth, ee. 
C f n f e f da 
so daß für die obere Summationsgrenze {k}. der ersteren Summe in (6. 1) nur die Werte 
{k}. = k oder {k}. = k— ce in Betracht kommen. (6 
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er k E 
Sei zunächst B —= 0, also O< {kl =k <c. Dann wird wegen aa! + ce! —=1 


ii {k}a (pilu\ b; 
Be } Due C \-3|.|- 
2ac 2 


Also hat man in diesem Fall für (6. 1) den expliziten Wert 


ur 1 r 1 
(6. 2) t.(a=!,c) +tı(ce=!,a) = ac (k? + k) — 5 


ag + ch | 
i ’ 


f 


der von der Wahl von a-! und c-! aus ihren Restklassen modulo e bzw. modulo a un- 
abhängig ist, wie es sein muß. 





| mit k= | 
a 


Ist dagegen | = 4, also O< {k}, =k— ce, so ergibt sich ähnlich wie eben für 
(6. 1) der explizite Wert 
ag + ch 


® 1 1[k Br. 
(6.3) trlar!,c) +tıle-t,a) = m +52; mit k= Er 








Durch die Formeln (5. 5), (6. 2) bzw. (6. 3) sind nunmehr alle wesentlichen Hilfs- 
mittel bereitgestellt, um die Dietersche Reziprozitätsformel (1.7) für die allgemeinen 
Dedekindschen Summen auf Grund ihrer Reduktion (4.3) vollständig zu beweisen. 
Hierfür sind nur noch ganz elementare Rechnungen durchzuführen, die lediglich den 
Charakter einer Verifikation der rechten Seite von (1.7) haben. Es mag daher genügen, 


die fraglichen Ausrechnungen für die beiden wichtigsten Fälle wirklich auszuführen. 
h G G . 
Seig+0,h+0 und A n . ganz, also k = r = j' Auf Grund von (4.3) 


sowie (5. 5), (6. 2), (6. 3) ist dann zunächst für atk, c+k, mit aa! +ce!—=1 
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und diese letzte Umformung gilt auch für a | k oder ce | k. Somit ergibt sich im vorliegenden 
Falle in abgekürzter Form 


Sgn(a, €) + Sny(c, a) = p,( r\ P,( ‚) + - ( . p,(®) + - P;(0) + - P.(7)) ) 


das ist (1.7). 
Seig+0, h+0 und 7 = wen nicht-ganz. Auf Grund von (4.3) sowie (5.5), 


(6. 2), (6.3) ist dann zunächst für atk, c+k, mit [x] = x — R(x) 
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a C 1 
Syn(a, €) + Sny(c, a) = 1 + %; + a 


KERN Be BE REaeT) 




















Za\e "7 
DEREILDRRUI ECG) 
1019-4) 

tt Der + ; + ii . 


1 G G 1G 16G 
2 2 az r a er Are She : 
+) 
und diese letzte Umformung gilt auch für a | k oder c | k. Somit ergibt sich im vorliegenden 
Falle in abgekürzter Form 


h 1 /a 1 ag + ch c h 
Sgn(A, €) + Sng(c, a) = P(#) P(;) p 5 ( P.(#) + Pr Pr) Tr 2 P.(7)) D 
das ist (1.7). 
Ist g = 0 oder h = 0), so verlaufen die entsprechenden Beweise von (1. 7) noch ein- 


facher, und der Fall negativer a oder c schließlich erledigt sich unmittelbar auf Grund 
von (1.5). 
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Eine Verallgemeinerung des Basisbegriffes 
in der additiven Zahlentheorie. 


Von Erich Härtter in Mainz. 


$ 1. Einleitung und Definitionen. 


1. Ein Bestreben in der neueren additiven Zahlentheorie besteht darin, an Stelle 
der Menge der natürlichen Zahlen beliebige Mengen addierbarer Größen (z. B. Vektoren 
mit nichtnegativen ganzzahligen Komponenten) zu betrachten und Analoga zu bereits 
bekannten Aussagen über natürliche Zahlen zu gewinnen. Bei der Übertragung des 
Mannschen Satzes auf Mengen mit einfacher Komposition (Halbgruppen) sind Arbeiten 
von v. d. Corput-Kemperman sowie M. Kneser zu nennen. F. Kasch untersucht wesent- 
liche Komponenten in der Menge der Vektoren mit nichtnegativen ganzzahligen Kom- 
ponenten und erhält entsprechende Aussagen zu den Ergebnissen von Erdös, Brauer, 
Selberg u. a. 

Wir wollen hier für den Basisbegriff eine abstrakte Menge mit einfacher Kom- 
position zu Grunde legen. Man denke etwa an eine Halbgruppe. Es wird sich dann zeigen, 
daß eine ganze Reihe von Aussagen über Basen auch in dieser Allgemeinheit ihre Gültig- 
keit behalten. 

Eine Menge ® nichtnegativer ganzer Zahlen heißt bekanntlich Basis der Ordnung h 
für die Menge M (0 EM) nichtnegativer ganzer Zahlen, wenn hB >M ist. Diesen Basis- 
begriff wollen wir in zweifacher Hinsicht verallgemeinern, indem wir 

(A) an Stelle von Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen Untermengen einer Menge & 

mit einfacher Komposition und 

(B) nicht h-mal die gleiche Menge als Basis addieren, sondern die Summe von h 

(nicht notwendig gleichen) Mengen zur Darstellung von M betrachten. Ein 
solches h-Tupel von Mengen nennen wir dann Basissystem für M. 


Für den Fall, daß & die Menge 3 der nichtnegativen ganzen Zahlen ist und daß 
in den Basissystemen alle Mengen gleich sind, umfassen die allgemeinen Aussagen einige 
schon bekannte Resultate. Diese Sätze gelten aber auch in anderen Bereichen, wie z. B. 
in der Menge aller r-dimensionalen Vektoren mit ganzzahligen nichtnegativen Kompo- 
nenten oder in der Menge aller nichtnegativen rationalen Zahlen (vgl. Nr. 17). 


2. Definitionen zur Verallgemeinerung (A). Sei & eine nichtleere Menge mit folgender 
Eigenschaft: Zu gewissen n-Tupeln {a,,..., a„} von Elementen aus $ (1 <n < x) sei 
eine eindeutige (Skalar-)Funktion 


(1) o(a,..,%) =ce mit c€®& 
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und 

(2) o(a) = a für alle a€ ©, 
die wir Summe nennen, erklärt!). Wenn o(a,,...,a,) nicht erklärt ist, schreiben wir 
ola,:.:,%) = w. 

Wir kürzen ein n-Tupel {a,,...,a„} ab durch a und nennen a, (v =1,...,n) die 
Komponente von a. Dann schreiben wir an Stelle von (1) auch 


(3) ola) =c (c€E®) bzw. ola) = w. 
Ferner bezeichnen wir die Gesamtheit aller n-Tupel fa,...,a.} (1 zn< oe) von 


Elementen a, aus & mit 7’, und setzen U I’, = /". Also wäre I’, = ©. 
s.=1 
Wir definieren ferner ein Element O0 mit der Eigenschaft 


(4) “en En eb (ea... a—l), 
> Ay, An) = Ola, ., 4,0) = 0(a,,.. ., A,) für alle a€E I" und o(O) = O. 


Weiterhin nehmen wir an, daß & mindestens ein solches Element O enthält. Man überleg! 
sich leicht, daß dieses eindeutig bestimmt ist; denn angenommen, die Elemente O und 
0O*€ 6 erfüllten die Bedingungen (4). Dann wäre o(0,0*) =O und 0(0, 0*) = Ö*, 
also O = 0*. 
Für eine unendliche Folge {a,,...,@n,...} von Elementen aus & definieren wir 
die zugehörige charakteristische Folge {&,,.. ., &,...} ganzer Zahlen durch 
® wenn 4, =0) 
€ == 
. 1, wenn u #0. 
Im Fall 5 e, < setzen wir o(a,, -. -, An, »-.) = 0(Q,, Ag, . . .,dy), wenn & = 0 ist für 
v=1 2 
allen >N 21. Für Se, = © ist o(a,,...,@n,...) nicht definiert und wir schreiben 
v1 
dann auch ola,,.. .,‚An,.-..) = @®. 
Gilt insbesondere für jedes a € I’ 
o(a) = o(a*), 
wobei a* aus a durch eine beliebige Permutation der Komponenten von a hervorgeht, 
so nennen wir & kommutativ bezüglich der Summe, andernfalls nichtkommutativ. 
Besteht für jedes n-Tupel {a,,..., a@„} € I’ die Beziehung 


Ha...) Erle, 
= Ola... 0 Myrnr: )) 
= o(ola,,..., 4), Ola,,1, --.,@)) 
für alle » mit 1<» <n—1, dann heißt & assoziativ hinsichtlich der Summe. 

Setzen wir & assoziativ und o(a) + w für jedes a € /’ voraus, dann läßt sich © als 
Halbgruppe mit Nullelement auffassen, wie man sich sofort überzeugt. Für die Ordnung 
hat man in der Halbgruppe entsprechend die Eigenschaften (12) bis (15) zu nehmen, 
wobei es jedoch ausreicht, (15) für binäre Verknüpfungen zu formulieren. 

3. In der Menge & definieren wir die Addition von Mengen: 


Definition 1. Seien ,<&(v=4A,...,n). Dann verstehen wir unter der Summe 
n 
ZN, dieser Mengen (wir schreiben auch A, ® **:®XU,) die Gesamtheit aller Elemente 
v1 
a,:.:.,)(vEA,,v»—=1,...,n) aus & mit o(a,,...,a)=+o. 


!) v.d. Corput-Kemperman [2] nennen eine solche Verknüpfung partielle Addition. 
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Auch für unendlich viele Mengen W,< & definieren wir eine Summe: 


Definition 1’. Seien W,€EG (vr =1,2,...) mt OENN,. Dann verstehen wir unter 
“ v1 
der Summe 3X, dieser Mengen die Gesamtheit aller Elemente o(a,, Q,, ... .) (a,E W,) aus & 
v=1 
mit o(a,4,...)F®. 


Offenbar gilt dann FA, < & bzw. ZA,< &. Im Sonderfall A, = Y(v =1,2,...,n) 
v=1 v=1 


n 
schreiben wir an Stelle von SW auch A (1 <n< &). Ist & kommutativ und assoziativ, 
n v=1 
so ist auch X, kommutativ bzw. assoziativ. 
v=1 
Als einfache Folgerungen ergeben sich aus diesen Definitionen (1 <n < x) 


(5) WEIN, falls VEN, G=1,...8); 
v=1 v=1 
(6) UW,EFN,, falls OENN,; 
v1 v=1 vl 
(7) ZA,<ZFN,, falls OEN;. 


v=1 v=1 
v+i 


Als Spezialfall von (7) haben wir 


(8) n,A2n,A, wenn n, Zn, und VEN ist. 
Ferner gilt 
(9) ZU’< FN,, falls A <A, ((=1,..,8). 
v=1 v1 


Auch der Begriff der Besicovitch-Summe läßt sich auf diesen allgemeinen Fall 
übertragen: 

Definition 2. Seien A, B< ©. Unter der Besicovitch-Summe U &®B von A und B 
versteht man die Menge {A n {& — {O}}} ® {B u {O}}, wobei & — {O} die Menge & ohne 
das Element O bedeutet. 

Als Analogon zu (5) läßt sich hier zeigen 

(10) AN{S— OHZSAOLB. 

Wir werden jedoch weiterhin nur den Summenbegriff der Definition 1 bzw. 1’ betrachten. 


4. Nun kommen wir zur Verallgemeinerung (B). Zunächst definieren wir den 
Begriff des Basissystems: 


Definition 3. Sei M< & mit OEM. Ein System (h-Tupel) B= {B,,..., B.} von h 
h 
Mengen B,=<&(n=1,..„h;1sh<so)mitOEeNn dB, heißt Basissystem der Ordnung h 
h 


n=1 
für M, wenn ZB, ZM gilt. 
n=1 
Dabei ist für k = oo das System B = {B,,.. ., B.} als unendliche Folge zu ver- 
stehen. Ist A < oo, so sprechen wir von einem Basissystem der endlichen Ordnung Ah, 
sonst von einem Basissystem unendlicher Ordnung. 


Mit anderen Worten besagt also Definition 3, daß jedes ze M als x = olb,,.. ., bu) 
(b, € D,) darstellbar ist, wobei auch wieder für A= »odie Folge b,,.. ., d„ als unendliche 
Folge zu verstehen ist. Im Sonderfall ®, = ® (n=1,...,h) kommen wir zum gewöhn- 
lichen Basisbegriff: 
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Definition 4. SiM< & mitOEM. Eine Menge B=G mitOE€E B heißt Basis für W, 
wenn sich jedes EM in der Form x = o(b,,.. ., bu) (,EB;v=A,...,nin=n(x) < ) 
darstellen läßt. 

Ist !(x) die Minimalanzahl von Elementen b, € 8, die zur Darstellung von x €W 


als x = o(b,,...,b,) notwendig ist, so setzen wir fin l(x) = hy, wobei für hy 9, auch 
zEeM 
der Wert oo zugelassen wird. Im Fall hy = © nennen wir ® eine Basis unendlicher 


Ordnung für M und für hyy = h (h natürliche Zahl) sprechen wir von einer Basis der 
(endlichen) Ordnung h für M. 


Auf Grund von Nr. 3 können wir also schreiben Ah$B>2M. Die Zahl hy, soll die 
genaue Ordnung von ®B bezüglich M heißen. 


Als Zusatzbedingung kann man für die in Definition 3 erklärten Basissysteme 
B= {B,,:. ., ®.} bzw. für die in Definition 4 erklärten Basen ® noch verlangen 


h 
(11) UBEM bzw BEM. 
n=1 


Obwohl manche Sätze auch mit dieser Zusatzbedingung gelten, wollen wir bei der Formu- 
lierung der Aussagen auf eine besondere Erwähnung dieser Tatsache im allgemeinen 
verzichten. 


Die Existenz von Basissystemen bzw. Basen einer Ordnung A ist für jede Menge M 
klar, denn man braucht ja nur 8, = M(n=1,...,h) bzw. B=M zu setzen?). Von 
den Mengen ®, eines Basissystems B der endlichen Ordnung h können einige endlich 
sein, jedoch muß, wenn M unendlich ist, mindestens eine unendlich sein. Für Basen ® 
der endlichen Ordnung Ah im gewöhnlichen Sinn ist, wenn M unendlich ist, offenbar 
auch ® unendlich. 


Indem man aus den Mengen ®, des Basissystems B = {B,, . . ., ®,} h-ter Ordnung 
"n 
für M die Vereinigungsmenge B-U 2 bildet, erhält man eine Basis der Ordnung Ah 


für M. Stöhr [14] und Raikov [9] NE dieses Verfahren, um mit Hilfe von Ziffern- 
darstellungen eine Basis ® h-ter Ordnung für die Menge 3 der nichtnegativen ganzen 


h 
Zahlen mit der Anzahlfunktion®) B(|| x ||) = B(x) = olyz) zu konstruieren. Um- 
gekehrt läßt sich aus einer Basis ® der Ordnung Ah für M durch B = {B,, . . ., ®.} mit 
B,='''= Bu = Bein Basissystem der Ordnung Ah für M bilden. 


Volkmann [17] benutzt Basissysteme für die Menge 3 der nichtnegativen ganzen 
Zahlen, um Basen für die Menge 3, der r-dimensionalen Vektoren mit ganzzahligen 
nichtnegativen Komponenten zu konstruieren. Sind nämlich B® = {BP,..., BP} 
Basissy ro h-ter Ordnung für 3 (oe =1,...,r), so erhält man durch die Versinigungs- 


menge U ®, der kartesischen Produkte ®, der Mengen ®{),...,®8Y (n=1,...,h) 
n=-1 
eine Basis h-ter Ordnung für 3%. 


h 
2) Wenn I Wr [ n 8) ist, braucht diese Behauptung nicht zu gelten, wie das Beispiel 
n=1 3 
M=3— (0, 1}= 2,3,4,...} 
mit der Multiplikation als Komposition für h > 2 zeigt. Denn Primzahlen lassen sich nicht als Produkt von 


Elementen aus Untermengen von M darstellen. 
3) Für die Definition der Anzahlfunktion siehe Nr. 6. 








W 


W 
en 


Die 
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Beweis. Ist 3€3,, 3= {z1,...,2r}, dann können wir jedes z, darstellen als 
,=b9 + ..-+5Pl(o=1,...,r) mit OENB und ;z als 
= N... N... + +... 69}, 
wobei {b,...,D}EB, ist. 
5. Um in & eine gewisse Halbordnung einzuführen, setzen wir voraus, daß es in & 
eine Norm gibt, d.h. jedem x € & sei eindeutig eine reelle Zahl || x || zugeordnet *) mit 
folgenden Eigenschaften: 


(12) Der Wertevorrat der Norm hat nur an seiner oberen Grenze einen Häufungspunkt, 
der auch oo sein darf. 

(13) Es gibt zu jedem reellen £ höchstens endlich viele Elemente x&,,..., m € & mit 
lall=+ = |mll=8. 

(14) ||O || = 0; || «|| #0, wenn x #0. 

(15) || o(2&,.-„ m) || 2 || || (» =1,...,n), sofern o(z,,...,&) # @ ist. 

Aus ||x4| = ||0(2,0|| > |)O|| folgt ||x || > 0 für x +0. Also ist die Norm eine 
reelle nichtnegative Funktion der Elemente x€ &. Die Forderungen (12) und (13) be- 
wirken, daß die Menge & abzählbar sein muß. Alle Aussagen, die beim Beweis (12) und (13) 
nicht benutzen, gelten somit auch für nicht abzählbare Mengen ©. 

Es genügt, wenn wir in (12) nur den Häufungspunkt oo zulassen. Denn ist in & 
eine Norm || x || (x € &) mit den Bedingungen (12) bis (15) erklärt, wobei der Werte- 
vorrat der Norm den (endlichen) Häufungspunkt H > 0 hat, dann definieren wir durch 
((2)) = Ho T eine neue Norm in ®. Diese so erklärte Norm hat oo als einzigen 
Häufungspunkt und genügt den Bedingungen (12) bis (15). Beim Nachweis der Eigen- 
schaft (45) geht man so vor: Zunächst zeigen wir, daß aus || x, || = || x; || folgt 
((,)) < ((x,)). Denn nach Voraussetzung wird H— || x, || 2 H — || x, ||, also 


Eu IE 





Daraus folgt aber Eigenschaft (15). 

6. Anzahlfunktion und Dichte. Mit Hilfe der Norm definieren wir für eine Menge 
A<& bzw. für ein System A = {W,,...,YA„} von Mengen A,<G (v»=1,...,n;1Z£n<x) 
eine Anzahlfunktion. Ist £>0 reell, so verstehen wir unter der Anzahlfunktion der 
[ Menge WA die Summe 

Ad) = 1 und A(0) =0. 


ac“ 
0o<|ja ||s$ 
Wegen der Voraussetzungen (12) und (13) über die Norm ist A(£) für jedes reelle & => 0 


endlich 5). 
Die Anzahlfunktion des Systems A erklären wir durch 


A) = FQ,(N). 


v=1 





Für die Anzahlfunktion der Vereinigungsmenge Y\=UNX, haben wir dann, wie man 
leicht erkennt, dag 


ZAO<SU)SAH- EU. 
v=1 


4) Es würde genügen, wenn || || einer geordneten Menge angehört. 
5) Sonst bezeichnet man immer die Anzahlfunktion mit dem entsprechenden lateinischen Buchstaben. 
Diese wollen wir aber hier für Systeme von Mengen reservieren. 
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Ganz in Analogie zum bisherigen Gebrauch in der Literatur definieren wir 


b) | 
n AU=) _ Dean als Schnirelmannsche Dichte, 





SE) 

z=+0 

ai zu = n- D(A) als (untere) asymptotische Dichte, 
„0 

Ale) _7 

li —= D(A) als obere asymptotische Dichte 
ze ( |x ) 

z+0 





Adel) — D*(W) als natürliche Dichte 


der Menge AV. 


$ 2. Einige allgemeine Sätze über Basissysteme und Basen. 


7. Wir wollen in diesem Paragraphen einige Aussagen beweisen, die den Basis- 
begriff in der allgemeinen Form ohne zusätzliche Forderungen benutzen. Nur beim 
Beweis von Satz 2 wird Gebrauch von den Bedingungen (12) bis (15) gemacht, so daß 
alle anderen Aussagen auch für nichtabzählbare Mengen M gelten. 


Satz 1. Seien M,<= & mit O€ N M;, und {B®,..., 8} Basissysteme der Ordnung 
i=1 n 
hiA<sh<o) fürMf(i=1,...,n; 1 <n< oo). Dann ist [u UV, .. „U vr) Basis- 
i=1 


i=1 


system der Ordnung h für UM.. 
i=1 


Beweis. Ist z€ M;, so hat x seine Darstellung x = o(bV),... ., bi), DIEBÜ<U DB. 
i=1 
Weil diese Aussage für alle Mengen M;(i =1,...,n) gilt, ist Satz 1 bewiesen. 

Bemerkungen: a) Eine entsprechende Aussage läßt sich für Basen k-ter Ordnung 
(1 <h<so) zeigen. 

b) Satz 1 gilt auch mit Zusatzbedingung (11). 

Ist & unendlich, so ist die Gesamtheit aller Basissysteme B = {B,,.. ., ®.} der 
Ordnung h(hZ1) für MG (GEM) von der Mächtigkeit des Kontinuums. Dabei 
nennen wir zwei Systeme {®B,,...,8,} und {BF,...,8#} genau dann gleich, wenn 
B, = B* gilt (n=1,...,h). Zum Beweis dieser Aussage braucht man nur ®, = M und 
für B, = = B, irgendeine Untermenge von ®, die das Element O enthält, zu nehmen. 

Für Basen kann jedoch der Fall eintreten, daß eine Menge M nur eine Basis ® 
der Ordnung Ah besitzt. Dann gilt für jedes zEM 

(16) vg KIM — {x}) 
und umgekehrt. 

Beweis. Weil M nur eine Basis 3 der Ordnung Ah besitzen soll, gilt B= M. Dann 
hat aber jedes zEM als einzige Darstellungen 


z = e(2,0,...,) = ,.:.,0,2,0,..,.,) = elO,..,0,8). 


Wenn umgekehrt für jedes Element zEM gilt zg k(M — {x}), dann ist B=M die 
einzige Basis der Ordnung Ah für M. 














m ve 34 Eu 3 vw 
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Bemerkung: Bedingung (16) läßt sich auch so ausdrücken, daß jedes Element zu 
seiner eigenen Darstellung benötigt wird. 


Allgemeiner wollen wir zeigen 


Satz 2. Si M<G& mt OEM. Dann ist die Klasse K der Basen ® der Ordnung h 
für M entweder endlich oder von der Mächtigkeit des Kontinuums ®). 

Beweis. Wir betrachten zunächst k < oo und unterscheiden zwei Fälle: 

1.) Es gibt eine Basis ®8 der Ordnung A für M derart, daß & — B eine unendliche 
Menge ist. Dann ist die Klasse X von der Mächtigkeit des Kontinuums. 

2.) Für jede Basis ® der Ordnung h für M ist &— 3 endlich. Dann ist auch 
&— M endlich (oder leer). Wir wollen zeigen, daß in diesem Fall die Klasse X endlich 
ist. Angenommen, K wäre unendlich. Dann gibt es unendlich viele verschiedene Unter- 
mengen &, = {&i”,...„.&} mit || EP || = || &%;ı || von &, so daß 8, = & — X, Basis 
der Ordnung Ah für M int und alle Elemente zeM mit II z|1 > || &) ||, die dann in ®, 
enthalten sind, wegen (15) zu ihrer eigenen Darstellung benötigt werden. Aus der Klasse 


dieser Mengen %, bestimmen wir h + 1 Mengen %,,- - -, X», mit den Eigenschaften 
<TISIEN<TPNSIRN< << 


Eine solche Auswahl ist möglich: Seien schon t Mengen %,,.. ., &, 1<st<h, mit den 
geforderten REDE bestimmt. Dann gibt es wegen (12) und (13) eine Menge X, 


mit || & || > || & ||- Aus &, bilden wir &,, indem wir setzen 
%,= &,n {z&6; || z]] > 1 11}- 


Aus X, konstruieren wir schließlich &%:;1, Indem wir &£, um endlich viele Elemente mit 
Norm > || &) || aus & vermehren, so daß & — &,,, Basis der Ordnung Ah für M ist und 


alle Elemente aus & — &,,, mit Norm > || &,' |] = max || x|| zu ihrer eigenen Dar- 
stellung benötigt werden. “er 

Sei weiterhin || &? || > || &5%) || und DEM &,). Dann ist auf Grund der 
Konstruktion der Mengen %,,.. ., X); das Element & als Summe von h Elementen 


aus 89,=&-— %, nur mit Hilfe von Elementen aus jeder Menge %&,,1 <sts<sh+l, 
darstellbar, was einen Widerspruch bedeutet. 
Ist 8 eine Basis unendlicher Ordnung für M, so muß natürlich & — B eine unend- 
liche Menge sein. Also ist für k = oo die Klasse K von der Mächtigkeit des Kontinuums. 
Zusatz. Es gibt höchstens h + 1 Basen B,,.. -, Br, bei denen 
h+1 


$— B}rU {6 — 3,} 


n=1 
leer ist (=1,...,h+ 4) und jedes Element aus 
8,0 {z€6; |||] > max || y|l; veS— %,) 


zu seiner eigenen Darstellung benötigt wird. Die Begründung zu dieser Aussage ist im 
Beweis zu Satz 2 enthalten. 


$ 3. Minimalsysteme und Minimalbasen. 


8. Dem Basisbegriff sollen nun gewisse Zusatzbedingungen auferlegt werden, die 
bewirken, daß wir Basen mit irgendwie „möglichst wenig Elementen“ erhalten. Zur 
Präzisierung dieser Minimalforderung werden im folgenden einige Möglichkeiten auf- 
gezeigt (vgl. Stöhr [15)). 


6) Satz 2 läßt sich mit einigen Zusatzüberlegungen auch ohne Benutzung der Bedingung (15) beweisen. 
26* 
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Definition 5. Sei M<& mt OEM. Ein Basissystem B = {B,, - - -, ®Bn} der Ordnung 
h(1 <h< oo) für M heißt Minimalsystem, wenn kein echtes Untersystem B* von B Basis- 
system der Ordnung h für M ist. 

Dabei verstehen wir unter einem Untersystem von B = {B,,. . ., ®.} ein System 
B* = {B#,..., Bf} mit BY <B,(n=1,...,h) und schreiben B*< B. Gilt für einen 
Index n hierbei B*< ®,, so sprechen wir von einem echten Untersystem und kenn- 
zeichnen diesen Sachverhalt durch B*<B. 

Im Sonderfall 8, =: = 8, erhalten wir aus Definition 5 

Definition 6. Eine Basis ® der Ordnung h(A <Sh< &) für M heißt Minimalbasis, 
wenn keine echte Teilmenge B* von ® Basis der Ordnung h für M ist, d. h. jedes Element 
bEeB zur Darstellung eines Elements x EM benötigt wird. 

Wir können somit schreiben 

hBZM, aber h(B — {b}) > M 

für jedes bDEB. 

Die Existenz von Minimalsystemen zeigt folgender 

Satz 3. In jedem Basissystem B = {B,, . . ., ®„} der Ordnung h (1 <Sh=< x) für M 
ist ein Minimalsystem der Ordnung h für M als (echtes oder unechtes) Untersystem enthalten. 

Beweis. Wir bilden eine (endliche oder unendliche) Folge B= B,>'''>B,>'' 
von induktiv auseinander hervorgehenden Basissystemen der Ordnung h für M, wobei 
wir B, = B setzen. Sei B,(n > 0) schon konstruiert. Entweder ist B, = {B\” ,.. ., 8W”} 
Minimalsystem der Ordnung h für M, dann brechen wir die Folge mit B,„ ab, oder es 
gibt ein Element b* in einer Menge B‘”, so daß auch 

(17) B2= {8r9,..,02) mit 8" = UW (al... +) 

und B*") = 8” — {b*} 
Basissystem der Ordnung h für M ist. Sei b in ®{” so beschaffen, daß für kein Ele- 
h 
ment mit kleinerer Norm aus U ®‘” die Eigenschaft (17) zutrifft. Dann setzen wir 
n=1 

Bu {8 !Y,..., Bet Mimi EHI BN (nl... „A;n+i)und B+?’= Br” —Db). 


Das System B -{ TE un) ist dann Minimalsystem der Ordnung h für M 
n=0 


n=0 


_ 


mit B=B. 

Für B,=:':=8B,= 8 geht Satz 3 über in 

Satz 4. In jeder Basis ® der Ordnung h(1 Sh=< x) für M ist eine Minimalbasis 
der Ordnung h für M als (echte oder unechte) Teilmenge enthalten. 

Bemerkungen: a) Die Sätze 3 und 4 gelten auch mit Zusatzbedingung (11). b) Be- 
sitzt eine Menge M Basen genau h-ter Ordnung, dann gibt es auch Minimalbasen genau 
h-ter Ordnung für M. 

9. Für die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen weiß man, daß die Klasse 
der so definierten Minimalbasen von der Mächtigkeit des Kontinuums ist. Die Über- 
tragung dieses Ergebnisses gibt der folgende 

Satz 5. SEiM<G,OEM undM unendlich. Alle ze Mmit|| x || > € seien darstellbar 
als x = o(a,,...,a,) (a,€ &) mit || «|| > || a,|| 2 p(l| x ||) oder a, = 0, wobei g(t) eine 
monoton wachsende nicht beschränkte reelle Funktion bedeutet. Dann ist die Klasse der 
Minimalbasen der Ordnung h (2 Sh< &) für M kontinuummächtig’). 


?) Satz 5 gilt auch, wenn & die Menge der nichtnegativen rationalen Zahlen ist. 





n: 
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Beweis. SIi0 =&, <&, <&,<''"<&< +: die Folge der verschiedenen Werte 
der Norm, die entsteht, wenn x alle Elemente aus M durchläuft. (Wir nehmen o. B.d. A. 
an, daß der Wertevorrat der Norm keinen endlichen Häufungspunkt hat.) Sei 8, Minimal- 
basis der Ordnung Ah für {rEM; || z|| <£,} mit £, =2E£, die sich nach Satz 4 kon- 
struieren läßt. 


Nun wenden wir eine induktive Konstruktionsmethode an. Sei ®, als Minimalbasis 
der Ordnung A für {x EM; || x|| < &}, n Z N, schon konstruiert. Wir setzen ®B„;ı = ®., 
wenn AB, > {zEM; || z|| S &;1} ist. Für AB, > {zEeM; || x || S &;1} bilden wir 
B#,, durch B#,, = B,v W,;ı mit 


(i) Anrı _ {TEM; || || Eee En+ı} oder 
(ii) Anzı < {x € &; Es+ı e_ || x || > PlEn+ı)}; 


so daß AU, v [OH 2{z EM; || || = &,1} ist. Diese letztere Induktionsmöglichkeit (ii) 
ist aber nur erlaubt, wenn @(&n+1) > &„ bzw. > £, ist, wobei n’ den Induktionsschritt 
bedeutet, bei dem zum letztenmal (ii) angewandt wurde. 


Nun bilden wir aus ®%,, eine Minimalbasis ®,,, der Ordnung h für 


(dem; || < +.) 
nach Satz 4. 
Durch die Vereinigungsmenge jeder solchen Folge von induktiv auseinander hervor- 
gehenden (endlichen) Mengen ®,, also durch 


erhalten wir eine Minimalbasis der Ordnung Ah für M. Jeder solchen Basis ordnen wir 
entsprechend wie in [6], Satz 12, umkehrbar eindeutig den Weg eines unendlichen 
Graphen zu. Jeder Weg hat unendlich viele Verzweigungspunkte, da unendlich oft 
die Wahl zwischen den beiden Induktionsmöglichkeiten (i) und (ii) besteht. Demnach 
hat die Menge der Wege die Mächtigkeit des Kontinuums und somit auch die Klasse 
der so konstruierten Minimalbasen der Ordnung Ah für M. 


Bemerkung zu Satz5. Für h = oo braucht dieser Satz nicht zu gelten. Nehmen 
wir beispielsweise = M = 3 = {0,1,2,...} und die gewöhnliche Addition als Kom- 
position. Dann ist ® = {0, 1} die einzige Minimalbasis unendlicher Ordnung für 3. Ein 
anderes Beispiel liefert die Menge & = 3 — {0} mit der Multiplikation als Komposition, 
für die die Menge der Primzahlen einschließlich 1 die einzige Minimalbasis unendlicher 
Ordnung ist. 

Andere Beispiele zeigen, daß die Voraussetzung von Satz 5 keine notwendige Be- 
dingung ist. Es genügt dabei die Forderung über die Darstellbarkeit für eine geeignete 
unendliche Folge von Elementen z€EM. Betrachten wir beispielsweise & = 3 — {0,1} 
und nehmen der Einfachheit halber h=2. Sei weiter B= {b„bi,...,du...} eine 
beliebige Minimalbasis 2-ter Ordnung für 3 (mit der Addition als Komposition). Dann 
bildet die Menge C*, die aus allen Produkten p,pz ' ' ' p,, besteht, wobei die p; (nicht 
notwendig verschiedene) Primzahlen sind und b; alle positiven Elemente aus ® durch- 
läuft, eine Basis 2. Ordnung für & mit der Multiplikation als Komposition. Aus €* bilden 
wir nach Satz 4 eine Minimalbasis 2. Ordnung € für &; dabei erhalten wir aus ver- 
schiedenen Mengen ® verschiedenen Basen &* und dann auch verschiedene Minimal- 
basen €. 
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Das Analogon zu Satz 5 für Basissysteme wird durch folgenden Satz dargestellt: 


Satz 6. SiM<G, OEM und M unendlich und es gelte die Voraussetzung von Satz 5. 
Dann ist die Klasse der Minimalsysteme der Ordnung h (2 <h< ) für M kontinuum- 
mächtig. 

Beweis. Sei ® Minimalbasis der Ordnung A für M. Durch das System B = {B,,...,®ı} 
mit B, = = B, = B erhalten wir ein Basissystem der Ordnung Ah für M. Aus diesem 
konstruieren wir auf Grund von Satz 3 ein Minimalsystem der Ordnung Ah für M. Da 
verschiedene Minimalbasen ® zu verschiedenen Minimalsystemen führen, folgt unter 
Benutzung von Satz 5 die Behauptung. 

Bei der Übertragung weiterer Sätze über Basen muß man an die Menge & noch mehr 
Forderungen stellen, wie die folgenden Beispiele zeigen: 


Satz 7. SiM<G, OEM und M unendlich; sei ferner A < © endlich. Seien schließ- 

lich die folgenden Voraussetzungen erfüllt: 

(A) zu jedem a€ & und jedem zEM mit || «|| Z £ gibt es eine eindeutige Lösung 
CEeGvon z = ola, L); 

(B) & ist kommutativ; 

(C) & ist assoziativ; 

(D) in © gilt || o(x,, &;) || > || x: || für || x, || > 0 (z, € ©). 
Dann gibt es Minimalbasen ®B der Ordnung h(2 <h< ) für M mt U<B. 

Beweis. Sei U = fa,,...,a,}, wobei wir uns 0.B.d. A. auf OEW beschränken 


können. Weiter si0 = &, <&, <''<&< + die Folge der verschiedenen Werte der 
Norm, die entsteht, wenn x alle Elemente aus M durchläuft. 


I. Wir behandeln zuerst den Fall A =2. Dann gilt für ein geeignetes Element 
2, EM 


‚max (la, <Iz.|| =Er- 


Hiermit setzen wir W= (AM rnf{zeG; 0<||x|| <E,} = fal,...,aj} und 
B, = U, v {0}. Ist für ein n > N eine Menge 8, schon konstruiert, so setzen wir 
(i) wenn für alle ze M mit || x || < &.,, gilt x €28,, die neue Menge B„,ı = Br, 
(i) wenn genau für {x",.. ., 2} < M mit || «|| = &,1 gilt «9428, (r=1,...,t) 
eine neue Menge ®*,, an als 


* Bun * * 
BF }1 = vo Mr 


wobei WA#,, und 3% folgendermaßen bestimmt sind: Sei 
(ed) u = fe, .. ., 2) baw. 


(P) Anzı = {E, x, ..., x} und ZVE& die Lösung von 
x) = o(a}, £) u ey 


Der Fall ($) tritt immer dann ein, wenn || {|| > &, (bzw. > £,) ist, was wegen 
(12) und (13) sicher einmal eintritt, wobei rn’ den Induktionsschritt bedeutet, bei dem 
zum letzten Mal Konstruktion (8) angewandt wurde. 


Dann bestimmen wir eine Minimalbasis 2-ter Ordnung B+,,=<B,v QW,;ı für 
{2eM; ||x|| S &.;1}, d.h. eswird BF, , = B# v W%,, mit BB, und W,,<Q,;ı:- 
Offenbar wird W#, , nicht leer und wir setzen ®B,,, = ®*,,  Ü- 
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Nun soll a’, bei den Induktionsschritten der Form (ii) (8) alle Elemente von W, 
durchlaufen, was nach endlich vielen Schritten der Fall ist; von da an folgen die Induk- 
tionsschritte allein nach der Form (i) bzw. (ii) («). 


Die Vereinigungsmenge B = U 3, erfüllt dann folgende Eigenschaften mit h = 2: 
n=N 
Die Menge 8 ist 

1. Basis der Ordnung h für M (nach Konstruktion), 

2. Obermenge von X, (nach Konstruktion), 

3. Minimalbasis der Ordnung h für M nach Konstruktion bzw. da auf Grund der 
Voraussetzungen (A), (B) und (D) das Element x‘ nur darstellbar ist als x = o(a/, £) 
bzw. als x = o(£"”,a}). Denn wäre auch o(u, v) = o(a}, £) = x”, dann müßte u 
oder v= {VE A*,, sein, was aber in jedem Fall zu einem Widerspruch führt. 

II. Sei schon gezeigt, daß es für eine Ordnung h (h > 2) eine Basis ® für M gibt, 
die die Eigenschaften 1. bis 3. erfüllt. Es gibt also zu jedem Element a} € X, ein Element 
x(a}) EM, das in der Form x(a}) =o(b,,...,b,) (b,€®) nicht ohne Benutzung des Elements 
a, darstellbar ist; es gilt also z(a})g h(®— {a}}). Wir setzen max (||x(a}) ||, &) = Ey 

va1l,...,8 


und {z(a}),..., 2(a,)} = N. Dann ist die Menge €, der Elemente 5 € B mit dl SE, 
Basis der Ordnung Ah für Mr {z€6; ||xz|| < £,}- Aus &; wählen wir jetzt eine Teil- 
menge €, derart aus, daß (k+1)&, 2 Mr {z€G; ||x|| < £,} und A&,>N ist und 
keine echte Untermenge von €, diese Eigenschaften besitzt. Ersichtlicherweise gilt da- 
bei W<E;. 

Nun verwenden wir wieder eine induktive Konstruktionsmethode. Wir setzen dazu 
6, = By. Ist für ein n > M eine Menge 3, schon konstruiert, so setzen wir 


(i) wenn für alle zeM mit || || < &;, gilt z€(h-+ 1) ®., die neue Menge 
Da +ı u. Br, 

(ii) wenn genau für {z,...,z}EM mit || «|| = &;, gilt «Mg(h+1)B, 
(r=41,...,t), eine neue Menge ®*,, an als ®B#,, = BD vo W,,, wobei W#,, und 
®* folgendermaßen bestimmt sind: Sei 

(e) U, = {29 baw. 

(B) Uurı = {E®, x”, ..., x}, wobei Z € & die Lösung von x” = o(x(a}), £) 
ist (vEefl,...,s}). 

Der Fall ($) tritt immer dann ein, wenn || {|| > £,, (bzw. > £,,) ist, wobei n’ den 
Induktionsschritt bedeutet, bei dem zum letzten Mal Konstruktion () angewandt wurde. 

Dann bestimmen wir eine Minimalbasis (k + 1)-ter Ordnung B*,,= 8, v W,ı 
für (EM; |||] S &,;1};, d.h. eswird Bf, ‚= BH v U, , mit BE < B, und Wi, ı<A,;1- 
Offenbar wird A*,, nicht leer und wir setzen ®,,, = B#,,v ©. 

Nun soll a) bei den Induktionsschritten der Form (ii) ($) alle Elemente von @, 
durchlaufen, was nach endlich vielen Schritten der Fall ist; von da an folgen die In- 
duktionsschritte allein nach der Form (i) bzw. (ii) («). 


Die Vereinigungsmenge B = U 8, erfüllt dann die Eigenschaften 1. bis 3. für die 
n=M 


Ordnung kA + 1, wie man auf Grund der Konstruktion erkennt und da x — bis auf 
triviale Abänderungen — nur darstellbar ist als x) = o(x(a}), £") = o(b,,..., A, £), 
wenn x(a}) = o(b,,...,b,) ist. 
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Die entsprechende Aussage für Basissysteme gibt 
Satz 8. SEM<G, OEM und M unendlich; seien ferner A, endliche Untermengen 


h 
von &(n =1,...,h)undN A, = {0} oder leer. Gelten für & die Voraussetzungen (A) bis (D) 
“aan 


von Satz 7, dann gibt es ein Minimalsystem B = {B,,.. ., Ba} h-ter Ordnung (!<Sh< x) 
für M mt A,<B, (n=1,...h. 


h 
Beweis. Sei W=UN,. Nach Satz 7 gibt es eine Minimalbasis ® der Ordnung 
n=1 
für M mit W< 8. Daher ist B = (8, FT: 8,} mit 8, = oe = B, —= ®B Basissystem der 
Ordnung Ah für M. Aus B konstruieren wir ein Minimalsystem A-ter Ordnung B für M, 
indem wir nach Satz 3 ein Untersystem von B bilden, hierbei aber Elemente, die zu W; 
gehören, nur aus Mengen ®,, n + i, wegnehmen. Hierdurch erhalten wir ein Minimal- 
system B= {B,,...,®.} der Ordnung A für M mit den Eigenschaften A,<%®, 
(n=1,...%). 
In diesen Fragenkreis gehört auch der folgende 


Satz 9. Sei B Basis der Ordnung h für M= G, OEM und M unendlich sowie & 
assoziativ. In ® gibt es ein Element e, so daß jedes zEM bis auf endlich viele Ausnahmen 
als x =ole,...,e) darstellbar ist. Sei p(x) die kleinstmögliche Anzahl der Elemente bei 
der Darstellung x = o(e,...,e) von x°). Dann läßt sich B bis auf endlich viele Elemente 
als Vereinigungsmenge von Minimalbasen für M darstellen. 

Beweis. Wir werden zeigen, daß es für fast alle a€ ®B eine Minimalbasis ®* einer 
Ordnung h* für M gibt mit B* < B und a€ B*. Damit ist aber die Behauptung bewiesen. 


Die Menge B- {O, e,a} v {bEB; p(b) > p(x)}, wobei wir EM bei genügend 
großem || a || so wählen, daß 


(18) ( p(2) 


P(a) 





+ Pla) —1)h < pla) 








ra) 
Y(a) Re 
Wahl für x möglich, denn (x) bleibt nicht beschränkt. Die Basiseigenschaft von ® 
folgt daraus, daß sich — bis auf endlich viele Ausnahmen — alle Elemente aus ®, die 
via) 
E p(a) 
aus ® darstellen lassen. Das Element a wird aber zur Darstellung von x benötigt, weil 
y(2) - 
wegen (18) auch ( ieh j 
eine Minimalbasis ®* der Ordnung h für M. Diese enthält dann ebenfalls das Element a. 
10. Auch die anderen Minimalbasisdefinitionen, die bei Stöhr [15] genannt werden, 
lassen sich verallgemeinern. Wir greifen hier nur einige Beispiele heraus und halten uns 
mit der Bezeichnung an [15]. Die in Nr. 8 und 9 behandelte Minimaleigenschaft entspricht 
den Minimalbasen 7. Art bei Stöhr. 


Definition 7. Ein Basissystem B der Ordnung h(1 Sh< x) für M®) heißt Minimal- 
system 1. Art, wenn für jedes Basissystem B der Ordnung h für M und alle x€ & die Un- 
gleichung B(|| ||) < B(|| x ||) gilt. 





ist, ist Basis einer Ordnung h< ( + p(a) — 1)h für M. Zunächst ist eine solche 








nicht zu ® gehören, mit Hilfe von höchstens | + o(a) — ı) Elementen e und a 


+ o(a) — t) <op(x) ist. Nun bilden wir noch nach Satz 4 aus ® 





8) Es wird nicht ausgeschlossen, daß x mehrere solcher Darstellungen besitzt. 
®) Hier und in den folgenden Definitionen ist natürlich immer M<& und DEM. 











ze 
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Entsprechend wie für Minimalbasen 1. Art haben wir 


Satz 10. Es gibt für M=- 6 = 3 = {0,1,2,...}undhZ=2 keine Minimalsysteme 
1. Art. 
Beweis. Das System B = {B,, . . ., B.} mit 


8, = 0, 1, 8 = 0,24... ., Ba = [0, 27-2), 8, = {0, 20-1, 2.20-1,3.90-1,,,.) 


ist Basissystem der Ordnung A für 3. Denn jede Zahl z€ 3 mit t-2%?-1<z2<(t-+ 1) 2*-1 


(=0,1,2,...) ist darstellbar als z=t-2*%-1-+r, wobei Osr <s 2-11 ist. Also 
h—1 
hat r eine Darstellung r = &b”, 4" €%B,. 


” 1 

Angenommen nun, ey BP, B5”,...,8%’} wäre Minimalsystem 1. Art der Ord- 
nung h. Dann muß wegen der Minimaleigenschaft — eventuell bei passender Umbenennung 
der Indizes — ®‘” mit ®,, BY mit B,,..., 8” mit ®, in allen Elementen < 2*-1 über- 
einstimmen. Sei nun schon bewiesen, daß B, mit B in allen Elementen < t - 2%-1 über- 
einstiimmt (>14). Enthielte DB, eine Zahl a mit 12*-1<a<(t+1)2*-!1 als Element, so 
widerspräche das der Minimaldefinition. Andererseits muß aber wegen der Basiseigenschaft 
(t+1)2%-1 einer Menge des Systems B, angehören, und zwar muß (t-+1)2*-1€%, sein, 
da sonst nicht alle Zahlen z des Intervalls (2 + 1) 2*?-1 <z <(t + 2) 2*-1 mit Hilfe von 
(1 + 1) 2%*-1 und Elementen aus B,,-.., ®,-ı darstellbar wären. Also ist B, =B. 


Daraus folgt B,(|| n ||) = Bu(n) Z Can (C >0, const.). Jedoch konstruierte Stöhr [14] 
h 


ein Basissystem B* der Ordnung h für 3 mit B*(n) = O(] n), was einen Widerspruch 
ergibt. 

Die Minimalbasisdefinitionen 2 und 3 von Stöhr [15] übertragen sich ebenfalls 
mühelos. 

Definition 8. Ein Basissystem B der Ordnung h für M heißt Minimalsystem 2. Art, 
wenn für jedes Basissystem B der Ordnung h für M und alle x€&& mi ||\x || SE die 
Ungleichung B(|| x ||) < B(|| x ||) gilt. 

Definition 9. Ein Basissystem B der Ordnung h für M heißt Minimalsystem 3. Art, 
wenn für jedes Basissystem B der Ordnung h für M und alle x€ & mit || x ||  &(B) die 
Ungleichung B(|| x ||) = B(|| x ||) gilt. 

Auch hier gilt allgemein die Aussage, daß die Klasse der Minimalsysteme 3. Art 
(bzw. 2. Art) der Ordnung A für eine Menge W < & höchstens abzählbar sein kann, sofern 
in aus x, # x, folgt || x, || # || x2 ||. Der Beweis verläuft ganz entsprechend wie in [6]. 

Als Analogon zur Stöhrschen Definition 4 haben wir 

Definition 10. Ein Basissystem B der Ordnung h für M heißt Minimalsystem 4. Art, 
wenn es eine unendliche Folge {x;} von Elementen aus & gibt, so daß für alle x, und jedes 
Basissystem B der Ordnung h für M die Ungleichung B(|| x;||) < Bil| x.||) gilt. 

Hier können wir — im Gegensatz zu den Basen, wo die Existenz noch offen ist — 
zeigen 

Satz 11. Es gibt für WM = = 3 Minimalsysteme 4. Art. 

Beweis. Sei ®, die Menge der Zahlen, die im Ziffernsystem mit der Basis 2” die 
Ziffern 0 oder 2”""'"(n=1,2,...,h) haben. Dann ist, wie Stöhr [14] gezeigt hat, 
B= {B,,:: ., Bu} Basissystem der Ordnung A für 3. Die Darstellungen der Zahlen z€ 3 
durch das Basissystem sind auch eindeutig, da die Darstellung der Zahlen ce mit 
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0 <c<.2* im dyadischen Ziffernsystem und die Darstellung der Zahlen z im Ziffern- 
system mit der Basis 2* eindeutig ist. 


Weiterhin wird bei der Darstellung der Zahlen z, = (2?—1) 532" (n =0,1,2,...) 


„=0 

aus jeder Menge ®, jeweils das größte Element < z, benutzt, woraus folgt, daß durch 
das System B* = {Bf,..., 8%}, wobei BE = B,nf{z€3; 2<sz,} ist, keine Zahl 
z > z, dargestellt wird. Damit kann kein Basissystem der Ordnung A für z£€ 3; z2<z,} 
weniger Elemente als B* enthalten, womit gezeigt ist, daß B Minimalsystem 4. Art ist. 

Bemerkung: a) Durch Anwendung der Schlußweise von [6], Satz 43 läßt sich zeigen, 
daß die Klasse der Minimalsysteme 4. Art der Ordnung Ah für 3 von der Mächtigkeit des 
Kontinuums ist. 

b) Definiert man: ‚Ein Basissystem B der Ordnung h für M heißt Minimalsystem 
der Art 3a, wenn für jedes Basissystem h-ter Ordnung B+B für M und für alle zx€ 6 
mit || x || Z &(B) die Ungleichung B(|| x ||) < B(|| x ||) güt‘‘, so folgt aus Bemerkung a), 
daß es für keine Ordnung h > 2 Minimalsysteme der Art 3a für 3 gibt, da es mindestens 
zwei Minimalsysteme 4. Art B, und B, mit B,(n,) = B,(n,) für eine unendliche Folge 
{n,} natürlicher Zahlen gibt. 


$ 4. Abschätzungen der Anzahlfunktion von Basissystemen und Basen. 


11. Sei B= {B,,.. -, ®.} ein Basissystem der Ordnung A für M(O EM). Dann gilt 
für h < oo nach Stöhr [15], Ungleichung (49), 


h 
(19) TB, +YSEMd)+1, 
n=1 


wobei &> 0 eine beliebige reelle Zahl bedeutet. Ungleichung (19) ist scharf, wie das 
Beispiel von Stöhr [14] zeigt. 
Für eine Basis ® der Ordnung h für M haben wir als Analogon zu dieser Ungleichung 


(20) BEI +BHI+ HB HISMH+1 (Ee0 reell). 


Beweis für Ungleichung (20). Jedes der M(£) + 1 Elemente aus M mit Norm < 
ist darstellbar als o(b,,...,d,) mit b,€E 8 und ||b, || <&(n =1,...,h). Da B(£)” die 
Anzahl der Variationen n-ter Klasse von ®(£) Elementen ist, bedeutet das i-te Glied der 
linken Seite von Ungleichung (20) die Anzahl der höchstens möglichen (verschiedenen) 
Summen o(b,, - - -, da-i41, 0,...,0) mit bi,...,da-i41 #0 und die ganze linke Seite 
die Anzahl der höchstens möglichen (verschiedenen) Summen o(b,,...,5,) mit 
b,€8, |b, || SE. 

Ungleichung (20) läßt sich mit Hilfe der Summenformel für die geometrische Reihe 
umformen zu 


B(E)r+Hı — 1 i 
(21) Bao —1 SM +1 für Bld)>1, 


Ah+HA>MEH) +1 für Bi =1. 


Setzen wir voraus, daß die in & erklärte Summe kommutativ ist, so haben wir in 
Analogie zu Stöhr [15] Ungleichung (1) 


ww“ h 








(22) ) SRH +1 


für jede Basis ® der Ordnung A für M<G,VEM. 








ni 


Fi 


un 


zu 
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Oft genügt es, wenn man an Stelle von (19) die schwächere Ungleichung 
» (B 
(23) z( 2m 
n=1 N 
benutzt, wobei B ein Basissystem der Ordnung A für M und £ eine reelle Zahl > 0 bedeutet. 


Beweis von (23). Die Binomialkoeffizienten liefern jeweils die Anzahl der Kombi- 
nationen n-ter Klasse ohne Wiederholung (n =1,...,h), und daher umfaßt das i-te 
Glied in (23) alle Darstellungen der Form o(b,,....,b,) (b, € ®,), wobei A— i Elemente 
b, gleich O sind. 


Für den Fall, daß & kommutativ und assoziativ ist und 
lea, =||=|l+||yll (m, y€ ©) 


gilt, haben wir als Verschärfung von (22) 


\ a en 
NiE)SLr rer . ; 
b,Ee®B 


Beweis. Jedes yeMr{xEG; 0<||x|| < £} ist darstellbar als o(b,,...,d,), b,EB . 
Für jedes feste b; € {b,,...,b„} muß dann unter Benutzung der obigen Voraussetzungen 
(bi, - - », din dir, d) || SE—|| db; || gelten. Das heißt, es kommen bei festem 
b; + 0 insgesamt 
(ir 1641) + So 


h—1 
verschiedene Summen o(b,, .. .,di_1, Diyn - - -,du) zur Darstellung in Betracht. Dem- 
nach folgt 
— || b; h—1 
was z(”" nr )- 
bie 


o<|löjll st 
Für A =2 erhalten wir entsprechend wie in [7] 
MS Z BE—||b:|))- 
EB 
DIET; 
12. Entsprechend wie bei Basen für die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen 


definieren wir, wenn B = {B,,.. ., ®,} ein Basissystem der Ordnung h (k < &) für die 
Menge M< © ist, 





ß* = fin B(llel) ‚ ßB* = lim - BilelD. ,‚ ß* = lim Bil) ' 
ze@ N - eG 4 sc I — 
z+0 YMÜ|| x ||) z+o YMi| x ||) z+oYMÜl| x ||) 

<— Btllz|) 


pr =fin 
Fo yRUlz |) 
und »f(h) = fin Bf (i = 1,2, 3,4), wobei bei der Bildung des fin von B alle Basissysteme 
der Ordnung h für M durchlaufen werden. \ 


\ 
Für Basen ® der Ordnung h für M haben wir entsprechend die Quotienten u =D 
Rd) 
zu betrachten, die analogen Größen ß,; zu bilden und »;(h) = fin ß, (i =1,2,3,4) zu 
8 


27* 
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setzen. Dabei gilt 
‚x 
Satz 12. (h) 
h 
Beweis. Sei B= {B,,..., ®,} ein Basissystem der Ordnung Ah für M. Dureli 
h 
B=U%, erhalten wir eine Basis der Ordnung h für W. Dann gilt nach Nr. 6 
n 1 


<»,(h) < vf(h) (i=1,2,3,4). 


ni <VBlE) < BE) für alle E> 0, 
also 


1 Billa!) _— Bull) _ BZilel) 
hn a ei 


: für alle xz€E&, = =#+0, 
yvrdlal) Vardıal) ya |) 


und somit 


ı * < B,< ß* für jedes Basissystem der Ordnung Ah für M, 
„Pr=B= Bf für j N N 


- v*(h) < v,(h) < v?(h) (= 1,2,3,4). 


Weiterhin ist selbstverständlich »f(h) < vf, ‚(h) bzw. »,(h) < »,, ‚(h) ( =1,2,3). 

Die Größen »*(h) und »,(h) stehen auf folgende Weise mit Minimalsystemen und 
Minimalbasen in Zusammenhang: 

Satz 13. Ist B Minimalsystem A. Art der Ordnung h für M, so ist hierfür Bf = vf (h) 
und Br = »r(h). 


Beweis. Angenommen, es wäre Pf > v*(h), dann gäbe es ein Basissystem B, der 


Ordnung h für M und ein Element x, € & mit 


Bo(l| zo ||) B(|| x, ||) 
h „ h : 


vr!)  YMI zo) 
also 
Bo(|| zo |) < Bill zo |), 
was einen Widerspruch bedeutet. 


Für den zweiten Teil der Behauptung verläuft der Beweis entsprechend. 


Satz 14. /st B Minimalsystem 2. oder 3. Art der Ordnung h für M, so ist hierfür 


ß# = vi(h) und p% = vk(h). 


Beweis. Angenommen, es wäre ß% > v*(h), dann gäbe es ein Basissystem B, der 


Ordnung h für M und eine unendliche Folge {x;} von Elementen aus &, so daß 


Bella) _ Billzill 
h, ie h, 
vrdıal) YMtllzi |) 


ist, also 
Bst |) < Bill |), 


was einen Widerspruch bedeutet. 


Der zweite Teil der Behauptung läßt sich analog beweisen. 


Bemerkung: Für Basen gelten entsprechende Aussagen. 
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Es ist eine wichtige Aufgabe, diese Größen »*(h) und »;,(h) zu bestimmen bzw. 
abzuschätzen. Wir betrachten dabei zuerst 

13. Basissysteme. Für vf(h) zeigen wir 

Satz 15. Es ist vf(h) ZA unabhängig von der Menge M <= ©. 

Beweis. Sei B ein Basissystem der Ordnung A für M. Wegen 


Bill) _BUle|) _... _Pile|l) „ u 
>23 = a < a oe für B(l|x||) ZA 
folgt 
B(lzl)\ _ Bla" _ Bull) m 
| n )<- T Sur Wwebeum. 
Somit erhalten wir aus (23) 


I || h 
ale) -ZM(|| ||) für alle x€G mit ||x|| = N, 
wobei N = N(B) so bestimmt ist, daß für alle x mit ||=|| ZN gilt B(|| « ||) 2A. 
Daraus folgt 
B(llz|* _ 
nm elk—ill, 
IE ee 
 EERTBA BR N 
fin Sen. >2ya—ı! >21. 
“Yardlaı) 
Wäre nun »*(h) <1, dann gäbe es nach dem Vorangehenden ein Basissystem h-ter Ord- 


; E Boll| x. || 
nung B, für M und ein x, € & mit || x,|| < N(B,), so daß ö ol zo |) 
INTER] 
wären mit B,(|| x, ||) =t <h—1 Elementen und O mehr als t* Elemente aus M dar- 
stellbar. Also wäre unter Benutzung von (23) 


a 
3(!)>* 
n=ı\9 

Die Summe auf der linken Seite ist aber gleich 2! — 1, also wäre 2!— 1 > t*, woraus 
wegen t <h— 1 folgt 2*-1 > t*, was für ? > 1 einen Widerspruch bedeutet. Den Wider- 
spruch für i = 1 erkennt man direkt aus 2!— 1 > 1*. Also muß gelten »f(h) 21. 


ze6, ||z]|> 


<4 wird. Dann 


Betrachten wir für die Menge & speziell die Menge 3 der nichtnegativen ganzen 
Zahlen und nehmen wir auch WM = & = 3, so erhalten wir durch B = {B,, . . ., ®„} mit 
B = [0, 1, B, == B, = {0,2,3,...} ein Basissystem der Ordnung h für 3. Für 
dieses Basissystem wird 


Bulle) Bi) _ BW 


fin = fin i 1. 
263 r € . 


h = h, 3 
so yallall) 249 yYr yı 
Demnach gilt für diesen Spezialfall vf(h) = 1. 


Für »$(h) läßt sich als Abschätzung angeben: 
Satz 16. »#(h) = h. 


h 
zB,(l« |) 
n 1 


B(\«|) f un i e 
= lım —-- minimal ausfällt, müssen 


Beweis. Damit ß% = lim 


zeS h 


zeöß 


h, 
zo YyMÜ|z||) z#+0 YMRUL« I) 
h 


die Zähler der Brüche, also £ 8,(|| ||) möglichst klein sein. In Verbindung mit Un- 
n=1 
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gleichung (19) folgt hieraus B,(||z|) +12 YRla x ID +1 (n=1,...h). Denn 
besteht für h positive Größen Y,,.. ., % die Forderung H y,„2 C, so ist 5 y, minimal 


n=1 n=1 
für y, =" = Yu. Demnach erhalten wir 


0 EREEEGEEER. MEERE 
ß* > lim h vr BRFITE a 
30 yRlall) 
das heißt »f(h) > h. 

Nehmen wir als wichtiges Beispiel wieder den Sonderfall & = M = 3; Stöhr [14] 
konstruierte ein Basissystem h-ter Ordnung für 8, für das er »f(h) = h zeigte (Stöhr 
[45], Ungleichung (19)). Also haben wir in diesem Fall »$(h) = h. 

14. Basen in nicht notwendig kommutativen Mengen ®&. Wir untersuchen nun die 
Größen »;(h) und zeigen zunächst: 


Satz 17. Es ist v,(h) nn unabhängig von der Menge M< ©. 
Yh 
Beweis. Da die linke Seite von Ungleichung (20) durch h®(|| x ||)* + 1 vergrößert 
wird, folgt 
ABl «| > Milz ||), 


h 
yRilzl) 
Sul) a 


Yh 


’ 


und 


1 
r.(h) = we 


Yh 


Für G =-M = 3 gibt Stöhr [15] ein Beispiel einer Basis k-ter Ordnung mit ß, = 


| on 


=» 


Eine Abschätzung für »,(h) gibt 
Satz 18. »,(h) 1. 
Der Beweis folgt sofort aus Satz 12. 


15. Basen in kommutativen Mengen ®. Um in diesem Fall die Größen »;(h) zu unter- 
suchen, gehen wir von Abschätzung (22) aus. Entsprechend wie bei Stöhr [15] zeigt man 


Satz 19. »,(h) > 


Yh 


und 


h 
Satz 20. »,(h) 2 Yh!. 








so 


vo 
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$ 5. Vielfachheit von Darstellungen. 


16. Sind A und ® Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen, so haben oft Elemente 
von X-+ 3 mehrere Darstellungen der Form a +b, aceW, bEB. Aussagen über sich 
hieraus ergebende Fragen stammen von G. G. Lorentz [8], G. A. Dirac [3] und Erdös- 
Turan [5]. 


Wir wollen hier nun allgemeiner den Fall betrachten, daß W,,. . ., W. Untermengen 
einer Menge & sind, in der die in Nr. 2 definierte Summe o(a,,..., @,) für alle n-Tupel 
fa,,..,0} mit EU, (r=1,...,n) von ® verschieden ist. Kommutativität und 


Assoziativität wird nicht vorausgesetzt. Jedoch soll für diesen Paragraphen für einen 
festen Index i (1 Si<n) aus 


’ 
o(a,, nd; _ 9A, Ad; ıme+ a,) = 0(la,..,4_1 A4,d;ım ++» a,) 


folgen a, = a‘ für alle Kombinationen von Elementen a, a,€EYX,(v» =1,...,n). Über 
die Norm setzen wir außerdem noch statt (15) die Dreiecksungleichung 


lolay.. „|| SF ||| (a,€CW,) 
v-=1 


sowie 
tim G@lz) _; jür »-1. 
zes Gtllx|)) 
voraus. 
Gilt o(a,,...,a,) = olai,...,a,) =c(a,a,€EQW,;» =1,...,n), dann sollen diese 
Darstellungen für ce dann und nur dann identisch heißen, wenn a, = a, ist (v =1,...,n). 


Mit o(xz), x€ &, bezeichnen wir die Anzahl der verschiedenen Darstellungen von x als 
2 = 0(A,,...,0)(a,EW,,a, #0;v=1,...,n). Dann ist o(x) für jedes x € © als nicht- 
negative ganze Zahl definiert. Wir beweisen damit folgende Sätze: 

Satz 21. Sei x, = D(N,) die asymptotische Dichte der Menge X, (v =1,...,n). Ist 
&;>0 und ist mindestens ein W,(» # i) eine unendliche Menge, dann gibt es eine Menge 
MEFA,<G mit DM) > «; und lim o(x) = ©. (Dabei hat der Index i die Bedeutung, 


v=1 zEeM 
wie sie oben eingeführt wurde.) 


n 


Beweis. Seien e, < 1 beliebige positive reelle Zahlen (» =1,...,n) mit Ye, =1 


v=1 
und &<® eine beliebige Menge. Ferner sei x€ & zunächst ein festes Element. Mit N 
bezeichnen wir die Summe der Anzahlen der (verschiedenen) Darstellungen aller Ele- 
mentey€ ®mit0 <||y|| < || x || als y = o(a,,.... ., a,), wobei a, € X, den Bedingungen 
0<|a|| s || «||,» =1,...,n, genügen soll. Dann gilt unter Benutzung der Drei- 
ecksungleichung offenbar 


Andererseits überschreitet die Anzahl der Darstellungen von y€E&,0 <|| y|| < || x ||, 
mit obiger Zusatzbedingung weder o(y) noch II W,(e, || x ||) wegen der Zusatzvoraus- 


v=1 
v„+i 


setzung über die Summe. Also haben wir auch 


(25) NS 20) + Elle] 7 Ute || @1)- 


yet 
0o<Ilvil siell v+i 
vec 
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Durch Vergleich von (24) und (25) erhalten wir 


(0) 


I %(e||z|) <z ey) + El z|) 7 Ude, || @]) 
v1 v=1 





ye 
0<[lvil sell v+i 
vec 





und 


n \—1 
‚2% 11=1D) 


v„+i 


Elz|) _ Ateill |) 






In ; x 






wo wir nur die x € & betrachten, für die A,(&, || ||) > ist (=1,..,n;v +). 

Sei r eine natürliche Zahl und €, die Menge der Elemente aus ®, die mindestens r 
Darstellungen der Form o(a,,... .,a,) (a, €X,, a, + 0) zulassen. Ist y$€,, dann haben 
wir o(y) <r und daher auf Grund von (26) 


El) _ Wella) .[- 
CHF AD Se Melle) | 


vi 








für jedes e; mt 0 <s;<1, 


. &dlel) . Ale |) . Wlsilia ||) Sleille ||) 

| - >|] o-—] ——- _ u > 
zes Sllz) "zes Sl) zu Selle) SÜlz|) 

2 +0 +0 +0 
wobei ö>0 geht für e,—1. Daher folgt D(E,) Z «;. Für jedes r können wir nun ein 
N, so groß bestimmen, daß 







(1 — ö), 














El, _y 
Sllal)" 


ist für alle x mit || «|| Z N,. Weiter können wir annehmen, daß die Zahlen N, fürr > © 
nicht beschränkt bleiben. Sei M die Menge der Elemente aus ®, für die 


Mrtiyeb;N,<||y|| <N,.}=&ntyEeß; N,<||y|| <N,.} (r=1,2,...) 
ist. Dann gilt für zEM, N,<||x|| < N,;,, 


Neal) . Elle) 
Sdlal) 7 Sci) 










> and 2’, 







Folglich wird 






.. Mill ||) 
lim CI >; 
5 Sllal) <* 









und lim o(x) = », womit Satz 21 bewiesen ist. 
zEeM 
Bemerkung: Für «, =0(v =1,..., n) braucht keine Menge M mit den angegebenen 


Eigenschaften zu existieren, wie Beispiele sofort zeigen. 


Satz 22. Seien ,<® mit DU) = ,>0 (v=41,...,n). Außerdem möge in © 
gelten &(E) > CE für alle genügend großen € mit einer positiven Konstanten C sowie 
. &(#||& |) ’ 

lim —.—- —- =x(0 <x<1)!%) Dann gibt es 
zes Glz|)) ’ 


+0 








er - u .. ©) _. 

) Allgemein existiert lim ——- nicht. 
ze®& MIS 
z+0 









Härtter, Eine Verallgemeinerung des Basisbegriffs in der additiven Zahlentheorie. 217 


a) im Fall n>2 zu jedem ö>0 eine Menge M mit der asymptotischen Dichte 
DM) = uZu;(i=l,...,n), ' 


b) im Falln=2 zu jedem ö mt 0 <ö< 


2 


C 
(C+1® 


% %& eine Menge M mit 


DR) = u2m (1 CH 


so daß o(x) Z Öö|| x || für alle zEM ist. 
Beweis. Si 0 <e, <a, (vr =1,...,n; v #i) und es bedeute M die Menge der 
Elemente x € &, für die o(2) ZÖ|| «|| it, Auf Grund von Ungleichung (26) folgt 


EAISED 
Milz|) . Alellal) _\r 6 3 ||yll 


Sılell e Sc) -6dlz|) 


o<Ilvil sell 
(‚4 ezI) 
Welle) _\5; ° zZ IIivi 


Gl: ||) G(|| x) 


0- sit: Ill 


Alle) 3: 
Sılell CHE IT A El 
_  sllell 

IT (a,— &,) ©(e, Il21)} 


v+i 


(‚1% «ilz) 


für alle x € & mit genügend großer Norm. Weiter haben wir 


2) > lim nn SPENDEN... ;_.; Ya 


„SUeD 2 Steel sche [ee 


Izll2N 


„+i v„+i 


wobei für || x ||> © auch e&;—>0 geht (» =1,...,n; v +1). Also folgt 


> a8; N — 0 a - - fürn >2 mit Ns Zk>0, 


elle D&W Cell He ca 
as .. 


ö . 
S 44 —- fürn=2, i=1. 
Kl & 


Im Fall n>2 lassen wir >41 gehen, jedoch mit der Nebenbedingung 


n 
I|=||""” 77 > ©. Dann erhalten wir u > «.. 


v=1 
v+i 
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’ ’ h ö 
Für n=2, i=1 haben wir e, =1— &,, und wir wählen &, = j ne. folgt 
j 1 


u — 2 & (1 -7 


Bemerkung: Die Aussage bleibt natürlich bestehen, wenn im Fall n = 2 die Mengen 
YW, und W, ihre Rollen vertauschen. 


$ 6. Spezialfälle. 


17. Die bisher in der Literatur behandelten Basisbegriffe lassen sich durch geeignete 
Spezialisierungen aus dem hier allgemein definierten Basisbegriff herleiten. 


(a) 
Setzt man &® = 3 = {0,1,2,...} und an Stelle der Funktion o(a,,...,a,) die 


n 


gewöhnliche Addition, also o(a,,..., a.) = Ya, (a, € 3), so erhält man den Basisbegriff, 
v-1 


wie er von Schnirelmann [13] eingeführt und von Rohrbach [12], Stöhr [15] u. a. unter- 
sucht wurde. Dabei ist als Norm der Elemente der Betrag zu nehmen. — Wird hierbei 
für & eine endliche Untermenge {0, 1,2,...,n} von 3 genommen, so erhält man Ab- 
schnittsbasen. 
(b) 
Wird die Komposition in & erklärt durch 
5a, füra,+0, M<sa<pß<n) 
ola,.:.4,%) =! »,=1 

10) sonst, 


so folgt der Begriff der 1-Basis (Härtter [6]). 
(e) 
Bedeutet 3* die Menge aller ganzen rationalen Zahlen, dann liefert & = 3* und 


0(4,, 45) = a, —q,, 
ola,.:,%)=owfürn>2 
Differenzbasen (Redei-Renyi [11] und Erdös-Gäl [4]). Jedoch genügt der Betrag als 


Norm einer Zahl dann nicht Bedingung (15). Sätze, die diese Forderung beim Beweis 
nicht benutzen (wie z. B. Satz 4), gelten auch hier. 


Sei & = 3* und ola,,... : <s ). De Bruijn [1] nennt eine 


v-1 
Menge A< & Basis, wenn jedes € & eindeutig als x = ol(a,,...,a,) (a,EW; a, #4; 
für «& + ß) darstellbar ist. 
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(e) 
Mit & = {1,2,3,...}und o(a,,...,a,) = II a, folgt der Begriff der Produktbasis, 
v1 


wie er von Raikov [10] eingeführt wurde. 


M 

Nimmt man für & die Menge 3, der r-dimensionalen Vektoren mit nicht-negativen 
ganzzahligen Komponenten und wird die Summe durch die Addition der Vektoren erklärt, 
so erhält man Basen für Gitterpunktmengen ([7]). Die Beträge der Vektoren lassen sich 
dann als Norm verwenden. Die in [7] benutzte Anzahlfunktion ist jedoch speziell für 
Mengen von Vektoren eingerichtet und nutzt mehr deren Anordnung aus als die hier 
allgemein definierte Anzahlfunktion. 

Eine interessante Verallgemeinerung ergibt sich hieraus, wenn man als Menge & 
nur die Vektoren aus 3, betrachtet, die in einem mit der Spitze im Nullpunkt liegenden 
Kegel enthalten sind. 


(8) 


Sei & = R die Menge der nichtnegativen rationalen Zahlen. Als Komposition in & 
nehmen wir die gewöhnliche Addition und die Norm definieren wir auf folgende Weise: 


1) 0] =0, 
2.) Sei zEeR, +0 und «= 3 die Normalform der Bruchdarstellung von x, 


also «x und £ natürliche Zahlen und («, $) = 1. Dann setzen wir || x || = max («, ß). 
Die so erklärte Norm genügt den Bedingungen (12) bis (14), wie man sich sofort überzeugt. 


I «| 
An Stelle obiger Norm kann man auch nehmen || O || = 0, || x || = | 3 |=a+Pß für 


x #0. Der Betrag der rationalen Zahlen als Norm erfüllt aber nicht die Forderung (12), 
und auch eine p-adische Bewertung für R genügt nicht den Bedingungen (12) bis (15). 


(h) 

Steinhaus [16] untersucht Basen für Mengen von reellen Zahlen. Hierzu ist & gleich 
einer geeigneten Menge von reellen Zahlen zu setzen, während als Komposition Summe 
oder Differenz zu nehmen ist. Allerdings sind hier nicht alle Bedingungen (12) bis (15) 
für den Betrag als Norm erfüllt, so daß nicht alle hier allgemein bewiesenen Sätze an- 
gewandt werden können. 

(i) 

Sei & ein Verband, in dem wir aber nur die Verknüpfung U betrachten. Hierdurch 
erhalten wir in ®& eine Komposition, die die Forderungen an die Summe in Nr. 2 erfüllt. 
Das Element O0 wird durch die leere Menge dargestellt. Durch die Beziehung < läßt sich 
in & eine Teilordnung einführen, die den Forderungen (12) bis (15) genügt, sofern die 
Gesamtheit aller oberen Nachbarn jedes Elements aus & endlich ist. Dabei hat die leere 
Menge die Norm 0, alle oberen Nachbarn davon die Norm 1 usw. Hat allgemein ein 
Element x € & die Norm || x || = n, dann haben alle oberen Nachbarn von x die Norm 
n +1. Die Gültigkeit der Dreiecksungleichung ist aber nicht in jedem Fall gewährleistet. 


18. Hat man in & mehrere Kompositionen, die alle der Definition in Nr. 2 genügen 
und die Forderungen (12) bis (15) erfüllen, so lassen sich unsere Betrachtungen auch auf 
diesen Fall anwenden. Sei © = {fo,r,...} eine Menge von Operatoren, die auf die 


28* 
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Elemente a € I’ angewandt entweder ein Element ce € & oder ergeben, dann gelten für 
jedes Element aus © die Sätze über Basen. 

Hier ordnet sich der Begriff der erweiterten Basis (Rohrbach [12]) ein, indem man 
& = 3 nimmt und für die Operatoren o, r,... die Kombinationen von k— « Zeichen + 
und «& Zeichen — setzt (0 <a& <h—-1). Jedoch ist bei der Anwendung der Sätze zu 


beachten, daß für dieses Beispiel Forderung (15) nicht gilt. 
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